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Premessa

La calcolabilita delle funzioni e la complessita computazionale dei relativi
problemi sono argomenti teorici di base dell'Informatica e in particolare
dell’attivita programmazione, che hanno stretti legami con diverse disci-
pline matematiche. In questo breve testo si presentano gli aspetti essen-
ziali di queste tematiche con uno spirito principalmente didattico e divul-
gativo, rivolto sopratutto agli studenti dei corsi di laurea a carattere scien-
tifico, che possono ritrovare questi argomenti in diversi insegnamenti nel
loro percorso di studi.

Il lavoro si divide in due capitoli: il primo riguarda la nozione di calco-
labilita, mentre il secondo € centrato sulla complessita computazionale dei
problemi decidibili. Il primo capitolo € essenzialmente una personale re-
visione e sistemazione delle dispense per gli studenti, dedicate alla calco-
labilita, realizzate da Alberto Bertoni ! negli anni ‘80 e ‘90, utilizzate anche
dai suoi allievi in vari insegnamenti nell’ambito dei corsi dilaurea di Scien-
ze dell'Informazione e di Informatica [3]. L obiettivo principale & quello di
riproporre e trasmettere un materiale didattico che ritengo prezioso per
tutta la comunita universitaria, che contiene molti aspetti originali e signi-
ficativi e che rischia di andare perduto o di rimanere troppo nascosto senza
un’adeguata pubblicazione e possibilita di diffusione in ambito scientifico.
Uno dei pregi dell’approccio qui riproposto € la semplicita della presenta-
zione della nozione di calcolabilita, introdotta usando e confrontando tra
loro tradizionali costrutti di programmazione (ben noti anche agli studen-
ti dei primi anni), che rendono il testo uno strumento didattico utile, re-
lativamente facile da leggere e assimilare per uno studente universitario.
Rispetto a quelle dispense, in questo primo capitolo sono state ridotte od
omesse alcune parti iniziali, considerate troppo elementari, e le sezioni de-
dicate alla semantica a punto fisso, pil1 adatte a un corso sui linguaggi di
programmazione, mentre invece ¢ stato ampliato il materiale riguardante
i problemi indecidibili, gli insiemi ricorsivamente numerabili, gli insiemi

IVedi il sito https://bertoni.di.unimi.it, liberamente accessibile, che contiene anche una
sua biografia e una rassegna della sua attivita didattica e di ricerca.
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completi e, in generale, risulta pit1 accurato il confronto tra i diversi for-
malismi usati per introdurre le funzioni calcolabili. Resta inteso che ri-
mango l'unico responsabile delle modifiche apportate: gli eventuali errori
presenti nel testo sono dunque riconducibili alla mia attivita.

Laseconda parte del lavoro (Capitolo 2) e invece dedicata alla comples-
sita computazionale, contiene le nozioni e le proprieta che ritengo fonda-
mentali per affrontare questa tematica, almeno in una fase iniziale. Questa
parte & essenzialmente basata su argomenti classici, trattati in varie forme
nella letteratura tradizionale, qui ampiamente citata nella bibliografia. I
temi principali trattati in questa seconda parte riguardano le classi di com-
plessita in tempo, i problemi NP-completi, il teorema di Cook-Levin e le
principali proprieta della complessita in spazio, che comprendono i noti
teoremi di Savitch e di Immerman-Szelepscényi.

Massimiliano Goldwurm
Milano, Novembre 2025



Capitolo 1

Calcolabilita

Questo capitolo € dedicato allo studio delle funzioni calcolabili, cioe di
quelle funzioni che ammettono un algoritmo, ovvero un procedimento in
grado di determinare automaticamente il valore della funzione su ogni pos-
sible argomento mediante I’esecuzione di un numero finito di operazioni
elementari !. Presentata in questo modo, la calcolabilita di un funzione
sembra dipendere dal formalismo usato per definire la nozione di algorit-
mo. E invece noto come tutti i formalismi naturali usati per definire al-
goritmi (intesi intuitivamente come metodi automatici di calcolo) diano
luogo alla stessa famiglia di funzioni calcolabili. La tesi di Church rende
precisa questa proprieta, affermando che I'insieme delle funzioni intuiti-
vamente calcolabili coincide con la famiglia delle funzioni ricorsive parzia-
li. Il primo obiettivo di queste note consiste proprio nella presentazione e
giustificazione di questa tesi.

L'argomento successivo, altrettanto rilevante, riguarda lo studio delle
funzioni non calcolabili. Si tratta di quelle funzioni che non ammetto-
no un algoritmo di calcolo, per le quali quindi non esistono programmi,
scritti in un qualunque linguaggio di programmazione, in grado di calco-
larne il valore dato un suo argomento ricevuto come input. E evidente
che la conoscenza delle caratteristiche di queste funzioni & fondamenta-
le e propedeutica per l'attivita di programmazione e per la progettazione
di algoritmi.

Il materiale che qui presentiamo e classico. Limpostazione seguita in
questo capitolo e ripresa dai testi [3, 15] da cui trae le ispirazioni principali.

11n questa sede consideriamo solo le funzioni definite sugli interi non negativi a valori
sullo stesso insieme.
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Presentazioni simili si trovano anche in altre opere tradizionali [8, 17] dove
si possono trovare ulteriori sviluppi e approfondimenti.

1.1 Nozioni preliminari e notazione

In questa sede ci limitiamo a considerare le funzioni f: N — Nu {1} che
associano a ogni elemento x € N un valore f(x) e NU{Ll}. Qui e nel segui-
to N rappresenta I'insieme dei numeri interi non negativi, mentre con N
denoteremo la famiglia degli interi positivi. Invece L rappresenta il sim-
bolo di indefinito e per questo una funzione f:N — NuU{Ll} e anche detta
funzione parziale; diremo invece che f € totale se f(x) € N per ogni x € N.

Ragionando in modo informale possiamo considerare un linguaggio di
programmazione come una famiglia di programmi definiti mediante op-
portune regole (sintassi). E chiaro che ogni programma ¢ specificato da
una stringa finita di simboli e quindi codificabile mediante una cifra bi-
naria. Cosi possiamo rappresentare ogni programma con un humero in-
tero positivo e allineare i programmi in ordine crescente. Di conseguen-
za, un linguaggio di programmazione £ puo essere considerato come una
successione di programmi {P;};en, dove P; € 1'i-esimo programma nell’al-
lineamento dato. Inoltre ogni programma P; riceve in input una strin-
ga di simboli e, se la computazione su tale input si ferma, P; restituisce
un output costituito nuovamente da una stringa di simboli; entrambi in-
put e output sono rappresentabili da cifre binarie e quindi da interi in N.
Cosi possiamo interpretare il comportamento di P; come una funzione
f:N—Nu{l} tale che, per ogni x € N, f(x) = L se P; su input x non si
ferma, mentre f(x) = n € N se P; su input x si ferma e restituisce n come
output. Diremo anche che il programma P; calcola la funzione f.

Intuitivamente possiamo allora dire che una funzione f:N—Nu{Ll} e
calcolabile se esiste un programma (o un algoritmo), scritto in un qualun-
que linguaggio di programmazione, che calcola f. Di conseguenza, I'in-
sieme delle funzioni calcolabili in un qualunque linguaggio di program-
mazione & numerabile. Poiché & noto che I'insieme NV di tutte le funzio-
ni (totali) f : N — N non & numerabile, questo prova che esistono fun-
zioni da N in N non calcolabili. Piti formalmente possiamo dimostrare
il seguente risultato, che lascia all'intuizione la nozione di “linguaggio di
programmazione”.

Proposizione 1.1.1. Dato un qualunque linguaggio di programmazione
X, esistono funzioni g :N — N non calcolabiliin £ .
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Dimostrazione. Sia{P;};en la sequenza dei programmiin &£ e, perognii €
N, sia f; :N — Nu{L} la funzione calcolata dal programma P;. Definiamo
allora la funzione g : N — N tale che, per ogni i € N,

L se fi(i)=1
g(l)—{ fii)+1 altrimenti

Chiaramente g e totale. Supponi per assurdo che sia anche calcolabile.
Allora esisterebbe j € N tale che g = f; e quindi g(j) = f;(j) # L; tuttavia
per la stessa definizione di g avremmo g(j) = f;(j) +1 e quindi f;(j) =
fij(j) +1, assurdo. a

Abbiamo cosi mostrato I’esistenza di funzioni non calcolabili, cioe che
non ammettono un programma in grado di determinarne il valore. Come
vedremo nelle prossime sezioni, questo non dipende dal particolare lin-
guaggio di programmazione considerato. Linteresse per la dimostrazione
precedente risiede anche nell'uso della tecnica di diagonalizzazione che
verra spesso usata nel nostro contesto.

Nello studio delle funzioni calcolabili sono fondamentali alcune pro-
prieta dei numeri interi, in particolare quelle che mostrano le corrispon-
denze tra interi, coppie di interi e pil1 in generale k-ple di interi. Per illu-
strare questi risultati & particolarmente utile la famosa funzione coppia di
Cantor e le sue naturali estensioni che saranno usate ripetutamente nelle
sezioni successive.

Ricordiamo innanzitutto che per ogni coppia di insiemi A e B, B de-
nota la famiglia delle funzioni definite su A a valori in B, ovvero BA ={ f:
A — B}. Inoltre, per ogni n € N, A" rappresenta 'insieme delle n-ple di
elementidi A, cioe A" = {(a3,...,a,) |a;€e AVi=1,...,n}.

Gli elementi di N?> = N x N possono essere disposti su una matrice con
(infinite) righe e colonne numerate dagli interi in N. Cosi ad ogni coppia
(x,¥) € N? corrisponde la posizione di riga x e colonna y. Possiamo al-
lora numerare le posizioni della tabella diagonalmente, a partire da 1 in
poi, come mostrato nella seguente figura. In questo modo ogni posizione
viene associata ad un numero intero positivo e la corrispondenza costrui-
ta definisce automaticamente una funzione biunivoca (-,-) : N> — N, che
chiamiamo funzione coppia.
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0 1 2 3 4 .. y
0|1 3 6 10 15
112 5 9 14
214 8 13
317 12
4111
- O ¢ 1 %

Per calcolare effettivamente il valore di (x, y), per ogni x, y € N, osserva che
gli elementi che si trovano sulla colonna 0 sono dati da
x(x+1)

2

X
(x,00=1+) i=1+
1

Inoltre la posizione corrispondente al valore (x, y) si trova sulla stessa dia-
gonale di (x + y,0) e la differenza tra il primo e il secondo & proprio (x, y) —
(x+¥,0) = y. Quindji, per ogni x, y € N, abbiamo che

(X, ) =(x+y,0+y= (X+y)(;+y+1)

Analogamente la funzione coppia modificata [, ] : N2 — N, data da

+y+1 (1.1)

[x,y] =4{x,y) -1 vx,y,N

definisce una corrispondenza biunivoca tra N? e N.

Altre funzioni sono quelle che definiscono le corrispondenze inverse.
Per ogni intero positivo n € N, chiamiamo parte sinistra e parte destra di
n rispettivamente i valori sin(n) € N e des(n) € N tali che

n = (sin(n),des(n))

Quindi sin(n) e des(n) rappresentano rispettivamente la riga e la colonna
corrispondenti alla n-esima posizione della tabella considerata sopra.
La funzione [-,-] puo essere estesa nel modo seguente:

* per ogni x, ¥,z € N poniamo [x, , z] = [x, [y, z]]. E chiaro che questa
funzione definisce una corrispondenza biunivoca tra N3 e N;

e perogni keN, k=2 eogni x1,xp,...,xx €N, definiamo
(X1, X2, ..., Xkl = [x1, [x2, -+ - [Xg—1, X5] -+ 1]

Di nuovo questa funzione stabilisce una corrispondenza biunivoca
traN* e N.
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Infine si puo dimostrare che anche I'insieme U;;g‘i N¥ & in corrispon-

denza biunivoca con N, . Infatti si puo definire la funzione coppia genera-
lizzata

+00
Cn: UNE—N,
k=1

tale che, per ogni k € N e ogni (x1, x,...,Xg) € NF,
<<x1,x2,...,Xk>> = <x1)<x2"" ,<Xk,0>>>

Usando le proprieta di (-,-), sin e des, non ¢ difficile provare che anche
{---) e suriettiva e iniettiva, e quindi biunivoca.

1.2 Linguaggio RAM ridotto

In questa sezione introduciamo un linguaggio di programmazione mol-
to semplice ottenuto semplificando il tradizionale linguaggio RAM (solita-
mente considerato nei corsi di Algoritmi [1, 4]).

Questo formalismo si basa sulla nozione di RAM (macchina ad accesso
casuale), un modello di calcolo astratto costituito da una memoria, forma-
ta da infiniti registri numerati Ry, Ry, ..., R, ..., da un programma P, rap-
presentato da una sequenza finita di istruzioni I, I, ..., I;; e da un conta-
tore L che puo essere pensato come un puntatore a una delle istruzioni del
programma. Ogni registro contiene un numero intero non negativo (cioe
un valore n € N) di grandezza arbitraria che puo variare durante il calco-
lo. 1l programma invece € incorporato nella macchina e non &€ modificabi-
le; esso € costituito da istruzioni che definiamo nel seguito. Il contatore L
indica infine I'istruzione corrente da eseguire.

Macchina RAM
5 L . R
Programma A Memoria R

) RO
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La sintassi del linguaggio RAM é definita dalle istruzioni e dai program-
mi. Una istruzione RAM & un’espressione di una delle seguenti forme:

* R —Rp+1,
* R, — Ry -1,
e if Ry =0then go ton

dove ke Ne neN,. Qui - rappresenta la sottrazione in N, ovvero per ogni
i,jeN,i~j=0sei< j,mentrei- j=i-— jaltrimenti. Denotiamo con &
I'insieme di tutte le istruzioni RAM.

Un programma RAM e una sequenza finita di istruzioni RAM, quindi
una successione (I, I, ..., I;) dove I; € S per ogni j = 1,2,...,m. Chia-
miamo inoltre Programmil’insieme di tutti i programmi RAM e quindi

Programmi= ] 3"

m=1
Nota che I'insieme dei programmi RAM & numerabile.

Definiamo ora la semantica del linguaggio RAM. Vogliamo associare
ad ogni P € Programmi la funzione Wp : N — NuU {1} calcolata da P. Que-
sta definizione sara guidata dal modello di macchina RAM descritto so-
pra. Per questo motivo la semantica che introduciamo € detta semantica
operazionale.

Innanzitutto chiamiamo stato di una macchina RAM una qualsiasi fun-
zione

S:{L,Rg,Ry,...,Ry,...} =N

Diciamo che una macchina RAM si trova nello stato S se L assume il valore
S(L) e ogni registro Ry contiene il valore S(Ry) per tutti i k € N. Uno stato
& quindi una immagine istantanea della macchina durante I'esecuzione di
un calcolo, esso definisce il contenuto di tuttiiregistri della memoria e I'in-
dice dell’istruzione corrente da eseguire. Denotiamo con Stati la famiglia
di tutti gli stati. Diciamo che uno stato S € finale o di arresto se S(L) = 0.

Inoltre, per ogni x € N, lo stato iniziale su input x & lo stato in, tale che
ing(L) =1, ing(R;)) =xe inx(Rj) = 0 per ogni intero non negativo j # 1.
Questo ¢ lo stato nel quale si trova qualsiasi macchina RAM quando inizia
la computazione sull'input x.

Lesecuzione di una istruzione puo essere descritta formalmente me-
diante una funzione di transizione tra stati. Questa & definita dalla funzio-
ne

6 : Stati x Programmi — Statiu {1}
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che associa ad ogni stato S e a ogni programma RAM P = (I, ,..., 1)
lo stato T che si ottiene da S eseguendo l'instruzione Ig;) quando que-
sta & ben definita. Formalmente, per ogni S € Stati e ogni P € Programmi,
poniamo 6 (S, P) = T dove T ¢ definito nel modo seguente:

e seS(L)=0alloraT=1;

* se S(L) > mallora T & uno stato tale che T'(L) =0 e T(Ry) = S(Ry) per
ogni keN;

* sel<S(L) <mallora T € Stati dipende dall’istruzione Is(), ovvero

— Ig(1) = R — Ry + 1 implica
T(L)=S8)+1,
T(Ry) = S(Ry) +1,
T(Rj)=S(Rj) perognij#k.
— Ig(1) = Ry — Ry~ 1implica
T(L)=S8()+1,
T(Ry) = S(Ry) ~ 1,
T(Rj)=S(Rj) perognij#k.
— Igqy=if R =0 then go to nimplica
. {n se S(Ry) =0,
S(L)+1 se S(Ry) #0,
T(Rj)=S(R;) perognijeN.

Per ogni programma RAM P e ogni x € N, diciamo che P si ferma su
input x se esiste una sequenza finita di stati € = (S, S1,...,S;) tale che

1. S():inx,
2. §;=0(S;_1,P)perognii=1,2,...,t,
3. S;()=0.

La sequenza ¥ & chiamata computazione di P su x e S; € il suo stato di
arresto.

Se invece P non si ferma su input x chiamiamo comunque computa-
zione di P su x la sequenza infinita di stati € = {S;};en tale che Sy =iny e
S;i=0(S;—1,P) perogniieNy.

Ovviamente esiste sempre una e una sola computazione di un pro-
gramma RAM P su un dato input x e questa & finita se e solo se P su x
si ferma.
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Siamo ora in grado di definire la funzione calcolata da un programma
P. Questa é data dalla funzione Wp : N — N U {Ll} tale che, per ogni x € N,

L se P su input x non si ferma
Yp(x) =4 S:(Ry) sePsuinputxsifermae
S; e lo stato di arresto della computazione di P su x

Ry € quindi il registro che contiene alla fine della computazione il risultato
del calcolo, ovvero I'output del programma.

Denotiamo infine con Funzioni(RAM) la famiglia delle funzioni calco-
labili dai programmi RAM:

Funzioni(RAM)={f :N—NuU{Ll}| 3P € Programmi:¥p = f}

1.3 Linguaggio While

I linguaggio presentato nella sezione precedente & di fatto un formalismo
elementare ispirato ai linguaggi macchina. La sue caratteristiche principali
sono 'estrema semplicita delle istruzioni e il suo legame con 'architettura
di base di un calcolatore. E chiaro pero che il linguaggio RAM non ¢ adatto
alla definizione e alla progettazione di algoritmi. In particolare l'istruzio-
ne di salto condizionato rende i programmi difficili da comprendere e da
sviluppare.

Per rappresentare meglio i formalismi utilizzati per questi scopi pre-
sentiamo in questa sezione il linguaggio While. Si tratta di un linguaggio
ad alto livello, pil vicino alla tradizionale attivita di programmazione, in
grado di descrivere alcuni tipici schemi e costrutti utilizzati spesso nella
definizione di algoritmi e procedure di calcolo.

La sintassi del linguaggio While € basata sulla nozione di comando e
sulla gestione di un numero finito di variabili xg, x1, ..., X20.

In questo linguaggio un comando € un’espressione di uno dei seguenti
tipi:

- Comandi di assegnamento

X = 0 (1.2)
X = xj+1 (1.3)
X = Xj- 1 (1.4)

dove k, j€10,1,...,20};
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- Comando while
while xx#0do C

dove C ¢ a sua volta un comandoe k=0,1,...,20;

- Comando composto
begin C; G ... C;, end
dove Cy, Cy, ..., C), sono comandi.

Inoltre, un programma While € un comando composto. Nel seguito de-
noteremo con Comandil'insieme di tutti i comandi appena definiti, e con
W -Programmi I'insieme di tutti i programmi While.

Nota I'assenza di una istruzione di salto condizionato o meno (go to).
Inoltre, e naturale utilizzare in questo contesto il seguente principio di in-
duzione strutturata: una proprieta R vale per tutti i comandi, e quindi
anche per i programmi While, se

- R vale per tutti i comandi di assegnamento;

- supponendo R valida per un comando C si dimostra che R
vale per il comando while x; #0do C, perognik=0,...,20;

- supponendo R valida per i comandi Cy, Cs, ..., Cy, sidimostra
che R vale anche per il comando begin C; C, ... Cj; end .

Useremo questo principio sia per provare proprieta dei comandi sia per
definire nozioni associate ai programmi While.

Definiamo ora una semantica operazionale dei programmi While. In
questo caso associamo ogni comando a una funzione che modifica oppor-
tunamente il valore delle variabili xg, x1, ..., X2¢. Di fatto, nello scenario de-
scritto, il modello di calcolo € semplicemente ridotto alle stesse variabili
pensate come registri che contengono un valore.

Innanzitutto chiamiamo w-stato una funzione che associa a ogni va-
riabile un valore intero non negativo

yiixo,..., x20} — N

Tale funzione puo essere rappresentata da un vettore di interi a 21 compo-
nenti (Yo, y1,-.., ¥20), dove ogni y; & y(x;). Quindi N?! & I'insieme di tutti
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i w-stati. Per comodita rappresenteremo sempre le componenti di un w-
stato y € N°! mediante indici da 0 a 20, y = (o, y1,..., ¥20). Per ogni a € N,
il w-stato iniziale su input a e dato da w-in(a) = (0, a,0,...,0).

Per ogni comando C, denotiamo con [[C]] la funzione semantica

[([C1]: N — N UL}

definita dalle seguenti identita (per qualsiasi y € N2l eie{0,...,201):

1. se C=x;:=0 allora [[C]](y),-:{ (J)/i zgii]]z

ey )i sei#k
2. se C=xi:=xj+1 allora [[C]](y)l—{ v+l sei=k

Vi sei#k

3. se C=xi:=x;—1 allora [[C]](y),-:{ yit1 sei=k

4. se C=begin C; C, ... Cyend allora

[([CNW) = [[Cpll (... ([TCLTT(Y))...)

con la convenzione che [[C]](y) =L se [[C;]I(...) = L per qualche
jed,2,..., mh.

Infine, per definire [[C]](y) quando C € un comando while, introduciamo
le seguenti funzioni che saranno utili anche nel seguito:

e perogniy = (yo,y1---»¥20) e N?2L eogni ke {0,1,...,20},

Proi(y) = yk

* per ogni funzione f: N SN2 u{lte ogni ¢ € N, definiamo la fun-
zione
fE:N? — N2 U {1} tale che

setr=0

y 21
FFLy) set>0 VyeN

f’(y)={

con la convezione che f(Ll)=1;



Capitolo 1. Calcolabilita 17

* perognifunzione f: N2 — N2Ly{l), ogniye N21 eognike{0,1,...,20},

definiamo
reN ser=min{reN| Prog(f’(y)) = 0} esiste

u(f, k,y) = e inoltre f/(y) # L perogni j =0,1,...,r —1;
1L altrimenti

Chiaramente u(f,k,y)=_L1 se Prok(ft(y)) >0 pertuttii teN.

Allora possiamo porre, per ogni comando C =while x; #0do A e ogni
ye NZI,

_ L se u([[All,k, y) =L
> llen = { [[All"(y) altrimenti, dove r = u([[All, k, ),

Siamo ora in grado di definire la funzione calcolata da un qualsiasi
programma While. Per ogni P € W-Programmi e ogni x € N

®p( )—{ L se [LP1] (w-in(x)) = L
p= Prog([[P]](w-in(x))) altrimenti

Infine, come per il linguaggio RAM, denotiamo con Funzioni(While) la
famiglia delle funzioni calcolate dai programmi While:

Funzioni(While) = {f :N—-Nu{l}| 3P € W-Programmi: ®p = f}

Lobiettivo delle prossime sezioni & quello di provare che il linguaggio RAM
e il linguaggio While hanno la stessa potenza computazionale, ovvero cal-
colano la stessa classe di funzioni.
Pil1 precisamente vogliamo dimostrare che Funzioni(While) = Funzioni(RAM).

1.4 Compilatore

Consideriamo due linguaggi di programmazione £, e %> visti come insie-
mi di programmi e denotiamo con {¢p}pec 2, € {Yp}pe 2, le rispettive fami-
glie di funzioni calcolate. Un compilatore (o traduttore) da £; a %> € una
funzione T : & — %, tale che

1. ¢p =yrp) perogni P e &y;
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2. T é calcolabile in un qualunque linguaggio di programmazione.

In questa sezione intendiamo presentare un compilatore dalla fami-
glia dei programmi While a quella dei programmi RAM. La sua correttezza
implica automaticamente che ogni funzione calcolabile da un programma
while & anche calcolabile da un programma RAM. A questo scopo, definia-
mo una funzione Comp che associa a ogni comando while un programma
RAM che esegue lo stesso calcolo. L'idea & quella di rappresentare le varia-
bili xg, x1,..., X0 mediante i registri Ry, Ry, ..., Rog, usando Ry; e Ry» come
registri ausiliari e simulare il ciclo while mediante il salto condizionato.

Formalmente, definiamo la funzione

Comp: Comandi — Programmi

per induzione strutturata.

1. Per ogni comando di assegnamento C, il programma Comp(C) € de-
finito nel modo seguente:

e perogni k€ {0,1,...,20} abbiamo

a if Ry =0then go toe

=l Bc—Re-1
Comp(xy:=0) = if Ry; =0then go toa
e R — R -1

dove e = a+ 3 e il valore dell’etichetta a sara poi stabilito da
un contatore delle istruzioni del programma da determinare,
opportunamente inizializzato e gestito;

¢ ovviamente Comp(xp:=xx+1) =Ry — R +1e

Comp(xy := xp — 1) = Ry — R = 1, per ogni k;
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e perognik,je{0,1,...,20} tali che k # j, abbiamo

Comp(xj:= xj+1) =1

dove di nuovo, el = a+3,
di a é stabilito come prima

a if Ry =0then go toel
Ry — R —1
if Ry =0then go toa
el if Rj=0then go toe2
Rj<—Rj;1
Ryy — Ry +1
if Ry =0then go toel
e2 if Ry; =0then go toe3
Roy — Rp1 =1
Ry —Rp+1
Rj<—Rj+l
if Ryp =0then go toe2
e3 Ry — Ry +1

e2=a+7, e3 =a+12 e il valore
dal contatore considerato. Inoltre

Comp(xy := xj — 1) & definito in maniera analoga, basta sosti-
tuire nel programma precedente I'ultima istruzione con e3 Ry —

Ry~ 1.

2. Per ogni comando composto C =begin C; C; ... C,, end poniamo

Comp(C) =<

Comp(C1)
Comp(C»)

Comp(Cy,)

dove, nella concatenazione dei programmi RAM Comp(C;), per i =
1,2,...,m, le etichette delle istruzioni sono aggiornate in modo ov-

vio.
3. Per ogni comando while C =whi
a if

Comp(C) =

le x;x #0do A poniamo

R =0then go toe

Comp(A)
if Ry; =0then go toa

e Ry —Rp~1
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dove e = a+ 2+ /¢, essendo ¢ la lunghezza di Comp(A) (ovvero il
numero delle sue istruzioni) e le etichette delle istruzioni presen-
ti in Comp(A) sono opportunamente aggiornate. Anche in questo
caso il valore dell’etichetta a puo essere determinato dal contatore
considerato.

Abbiamo cosi definito la funzione Comp.

E relativamente facile descrivere un algoritmo ad alto livello che, su in-
put C € Comandi, calcola il programma Comp(C). L'algoritmo puo essere
descritto da un main che inizializza il contatore delle istruzioni RAM (da
usare per attribuire i valori alle etichette a delle varie istruzioni via via ot-
tenute) e richiama una procedura ricorsiva la quale a sua volta & definita
per induzione strutturata, usando di fatto i punti 1, 2, 3 illustrati sopra.

Dobbiamo ora dimostrare la correttezza della traduzione, ovvero che il
comando C e il programma Comp(C) calcolano la stessa funzione per ogni
C € Comandi. A questo scopo, definiamo innazintutto una versione della
funzione transizione ristretta ai primi 21 registri della macchina RAM.

Per ogni z € N?!, z = (z9,21,..., 220), denotiamo con S, lo stato che as-
segna i valori di z ai primi registri della macchina, azzera gli altri e indica
la prima istruzione del programma come istruzione corrente:

Sz(L)=1
S;etaleched S;(R;))=2z; Vi=0,...,20
S:(Rj)=0 Vj=21

Per ogni programma RAM P chiamiamo computazione di P su z € N?!
(se esiste) la sequenza finita di stati (Sp, S1,...,S;) tale che Sp = Sz, S; =
6(Si-1,P) perogni i = 1,2,...,j e Sj(L) = 0. Definiamo allora 6p(z) nel
modo seguente:

(8j(R0),S(Ry),...,S(Ra0)) selacomputazione di P a partire da S, termina
6p(2) = e §; eil corrispondente stato di arresto

L altrimenti.

Di conseguenza,  p € una funzione
Sp N2 Nl u (L}

che intuitivamente rappresenta il calcolo eseguito da P limitatamente ai
primi 21 registri.

Proposizione 1.4.1. Per ogni C € Comandi, [[C]] =0 Comp(c)-
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione strutturata. Se C € un coman-
do di assegnamento la proprieta & ovvia e deriva dalla definizione stessa di
Comp(C).

Se C=begin C; Cy ... Cppend e [[5Comp(ci)]] = [[C;]] per ogni i =
1,2,...,m, allora
Comp(Cy)
Comp(Co)

Comp(C) =<

Comp(Cy,)

e, per ogni z € N?!, abbiamo

8 Compcy® = Ocompic,) @ Compc,-n 0 Compic) (@)
[CnIUCm-111---[[C1]1(2) ---)) = [[C1](2) (1.5)

Infine, sia C=while x3x#0do A esupponi [[A]] = 5C0mp(A)' Allora,
per ogni z € N?!, sappiamo che

[[Cl(2) = [[AllI'(2) dove ¢ = min{n € N|Proi([[Al]"(2)) = 0} = u(([All,k,2)

e inoltre
6 Compc) () = 6%0771;7(/1) ()
dove
u=min{n € N|Pro (6" (2)) =0}

Comp(4)
= 1O Compay % 2)

Applicando l'ipotesi di induzione si verifica subito che ¢ = u e quindi per
lo stesso motivo [[C]](z) =6 Comp(c) (z) e questo conclude la prova. a

Corollario 1.4.2. Per ogni programma While P e ogni x € N

®p(x) = \PCOWZP(P) (x)

Dimostrazione. Per la proposizione precedente e per definizione di ®p
abbiamo

@p(x) = Prog ([P (w-in(x))) = Proo (5 compc) (0, %,0,---,00) = ¥ comp(p) (X)

d
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Abbiamo cosi ottenuto due risultati significativi.
Teorema 1.4.3. Valgono le seguenti proprieta:
1. La funzione Comp é un traduttore;

2. Funzioni(W hile) € Funzioni(RAM).

1.5 Macroistruzioni

Per dimostrare I'inclusione nel senso opposto, ovvero per provare che le
funzioni RAM sono calcolabili dai programmi While, &€ opportuno intro-
durre comandi while piti complessi di quelli considerati sinora. Occorre
infatti trovare il modo di mantenere con un numero limitato di variabili
(21) una memoria RAM formata da un numero arbitrario di registri. A que-
sto scopo, definiamo un nuovo insieme di comandi while che chiameremo
“macroistruzioni”. Queste possono essere pensate come abbreviazioni di
piccoli programmi While, in grado di calcolare varie funzioni, tra cui tut-
te le operazioni aritmetiche tradizionali, la funzione coppia e le proiezioni
corrispondenti, oppure di eseguire altre tradizionali istruzioni di controllo
come i comandi “if then else”.

Ogni macroistruzione che ora introduciamo ¢ definita da un program-
ma While preciso, soggetto a eventuali vincoli sull’'uso delle variabili. In
generale, questi nuovi comandi utilizzano le variabili x14,..., X2 come re-
gistri ausiliari, usati per mantenere risultati parziali e svolgere operazioni
collaterali. Nella maggior parte dei casi si tratta di programmi che assegna-
no alla variabile x; un valore che dipende dalle variabili x; e x;. I valori de-
gliindici i, j e k, a seconda dei casi, potranno coincidere in tutto o in parte,
oppure essere tutti diversi tra loro. Essi posssono sempre variare nell’insie-
me {0, 1,...,13}, ein alcuni casi assumere anche i valori successivi, compre-
si tra 14 e 20, con opportuni vincoli che dipendono dai singoli programmi.
In ogni caso, al termine dell’esecuzione di ciascuna macroistruzione, se i
e j sono diversi da k i valori di x; e x; restano invariati.

Le macroistruzioni piu semplici sono le seguenti:

1. x:=n,doveneNeke{0,1,...,20}, e definita da
begin xr:=0 Xxg:=xp+1--- Xp:=xr+1end

dove il comando xj := xj + 1 € ripetuto esattamente n volte;
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2. xp:=xj,dovek,je{0,1,...,20}, & definita da
begin xp:=xj+1 Xx:=xx~1end

3. xi:= x; + x; € definita dalla seguente procedura, nella quale gli indici
i, j e k sono diversi da 14 (nel seguito scriveremo semplicemente

i,j, k#14):
begin
X14 = x]'
X = Xi
begin
X=X +1
while x4 0 do e Tk
X14:=X14 -1
end

end

Osserva che in questa procedura gli indici 7, j e k possono coincidere
in tutto o in parte (purché siano diversi da 14);

4. X := x; — x;j € definita in modo simile, con gli stessi vincoli (determi-
narla per esercizio);

5. xx:=x;-xj,dovei#keli,j k#14,15, equivale a

begin
X15 = Xj
X :=0
begin
Xi = X+ X
X15:=X15 -1
end

while x5 #0 do

end

Se i = k # j possiamo definire xj := Xxi - X; come Xi := Xj - Xx men-
tre, se i = j = k esiste un programma ancora piu semplice (che puo
essere trovato per esercizio);

6. xi := x; : xj, intesa come divisione intera, con i vincoli i, j, k # 14,15,
Jj # ke x; #0, pud essere definita in modo simile, sostituendo la
somma con una sottrazione all'interno del ciclo while e adattando
opportunamente i primi comandi:
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begin

Xi5:=Xx;+1

X15 1= X15 — Xj

Xr:=0
begin

. X=X+ 1

while x15 #0 do k k .
X15 1= X15 — Xj
end

end

7. xx := xj(mod x;) pud essere definita in maniera analoga, con gli stessi

vincoli:
begin

X15:=Xx;+1

X15 1= X15 — X;j

X = Xi
begin

. Xii= X = X
while x5 #0 do k k -
X15 := X15 — Xj

end

end

8. xj:=(xi,xj), dove i, j, k # 14,15, & descritta dal seguente programma
che applica la definizione data dalla relazione (1.1):

begin
X15 = Xj + X;j
Xp:=xj+1
begin
Xk = X+ X15
X15:=x15-1
end

while x15 #0 do

end
9. xi:=sin(x;),dovei # ke i, k#14,15,16, puo essere definita da

begin
X15 1= Xj
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X :=0
X16:=0
begin
X16:=X16+1
while x15 #0 do X15 1= X15 — X16
Xk = X+ X16
end
X i= X — X

end
10. x;:=des(x;),dovei # kei, k#14,15,16 € invece data da

begin
X := sin(x;)
X16:=X16 — 1
Xk 1= X16 — Xk
end

Nelle ultime due macroistruzioni si suppone sempre x; > 0.

Altre macroistruzioni di assegnamento calcolano le seguenti funzio-
ni che di fatto manipolano le parti sinistra e destra di un intero positivo.
Innanzitutto definiamo la funzione zero ponendo, per ogni n e N,

® Ze(n) :«0,0,...,O» = <0’<0)""<0’0>"'>>
——— —
nvolte nvolte

Poi, sempre per un valore n € N qualsiasi, consideriamo gliinteri ay,...,a; €
N tali che

n= «a]»aZ»-")at» = <a1»<a2)"' ’<at)0>"'>>

Possiamo allora definire la funzione lunghezza ponendo
* lunghezza(n) =t

Infine, per ogni intero k tale che 1 < k < ¢, definiamo i seguenti valori:
e Pro(k, n) = ay,
e Inc(k,n)={a,..., -1, + 1, Ags1,... A1),

* Dec(k,n) =(a,...,ar-1,ar = 1,ry1,... ar)).
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Per ciascuna delle precedenti funzioni & possibile definire una macroi-
struzione che calcola il relativo valore e lo attribuisce alla variabili xj, dove
k €1{0,1,...,13}. Vincoli piu specifici per le variabili coinvolte (x;, x; e xi)
sono descritti nelle singole definizioni che presentiamo nel seguito:

11. xi:=ze(x;), perognii,k #14,15,16, ¢ data da

begin
X16 -= Xj
Xr:=0
begin
X :=(0,x
while x16 #0 do k= (0,0
X16 = X16 — 1
end
end
12. xi :=lunghezza(x;), con i, k # 14,...,18, e datada
begin
X18 := X
X :=0
begin
Xj = X+ 1
while x13 #0 do Xx17 := des(x1g)
X18 := X17
end
end

13. x :=Pro(x;, x;), coni # jeli,j,k,#14,...,19, e definita dal seguente
programma nel quale si suppone x; >0 e 0 < x; <lunghezza(x;):

begin
X18 := x]'
X17 1= Xj
while x17 #0 do

begin
Xi = sin(xg)
X19 := des(xlg)
X18 := X19
X17:=x17 =1
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end

14. xi :=Inc(x;, x;) puo essere definita dalla seguente procedura nella qua-
le i, j, k variano in {0, 1,..., 13} e possono coincidere in tutto o in par-
te. Si suppone anche x; >0 e 0 < x; < lunghezza(x;). La proce-
dura di fatto simula prima la macroistruzione x := Pro(x;, x;) con-
servando pero0 nella variabile xy¢ le componenti di indice minore di
X;; per mantenere questi valori si utilizza la funzione coppia. Una
volta incrementata la componente di indice x;, la procedura inseri-
sce nella soluzione il nuovo valore insieme alle quantita preceden-
temente memorizzate in xpo. La variabile x»g funziona qui come
una pila tradizionale. Nota che nella procedura si utilizzano (diretta-
mente o nelle varie macroistruzioni usate) tutte le variabili ausiliarie

X14) ..., X20:

begin

X18 := Xj
X19 1= Xj
X20 = 0
while x19 #0 do
begin
Xy :=sin(x;g)
X0 := {Xk, X20)
x17 := des(x18)
X18 = X17
X19:=x19~ 1
end
X=X +1

X18 := Xk, X18)
x17 := des(x20)

X20 1= X17
while x99 #0 do
begin

Xk 1= sin(x2q)
X18 := {Xk, X18)
x17 1= des(xop)
X20 = X17

end
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Xk = X18
end

15. La macroistruzione x := Dec(x;, x;) & definita nello stesso modo, so-
stituendo il comando di incremento di x, collocato subito dopo il
primo ciclo while, con un analogo comando di decremento.

Altre macroistruzioni hanno lo scopo di definire tradizionali istruzioni
di controllo che simulano costrutti di uso comune nella programmazione.
I pit1 semplici sono i comandi “if then else”. In questa sede illustriamo solo
quelli utilizzati nelle prossime sezioni:

16. if x; =0then C,
dove C e un comando e i # 14,15, & definita dal programma

begin

X15:=1- x;

while x15 #0 dobegin C x15:=0 end
end

Nota che il programma lascia azzerati i valori di x14 € x;5. Inoltre in
maniera simile si definisce la macroistruzione if x; = n then C, per
qualsiasi n e N;

17. if x; =0then C; else Cy,
dove C; e C; sono comandi e i # 14,15, e definita dal programma

begin
Xi15:=1-x;
X14:=1
while x5 #0 dobegin Cj x15:=0 x14:=0end
while x14 #0 dobegin C» x14:=0 end
end

Nota che la procedura € corretta anche se x4 € x5 sono utilizzate in
C; e C, perché, dopo il loro utilizzo, tali variabili rimangono azzerate;

18. if x; < xjthen C; else (y,
dove C; e C, sono comandi e i, j # 14,15, & definita dal programma
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begin
X15 1= Xj = X;
X14 .= 1
while x15 #0 dobegin C; x15:=0 x14:=0 end
while x14 #0 do begin C» x14:= 0 end
end

Anche in questo caso, per lo stesso motivo precedente, x4 € X5 pos-
sono essere tranquillamente usate nei comandi C; e Cy senza altera-
re il risultato.

E abbastanza facile immaginare come simili programmi possano es-
sere definiti per eseguire comandi piu generali, della forma if D then C;
else C,, dove C; e C, sono comandi e D & una condizione (vera o falsa)
dipendente dal valore delle variabili. Analoghe estensioni possono riguar-
dare la definizione di comandi while generalizzati, del tipo while D do
C, oppure macroistruzioni della forma repeat C until D, dal significato
consueto [15].

Esercizio
Definire in maniera ragionevole le macroistruzioni x := 2%, xj. := xfj
Xi := [logy x;].

e

1.6 Interprete

In questa sezione vogliamo definire un interprete del linguaggio RAM usan-
do il linguaggio While. Piu1 precisamente intendiamo definire un program-
ma While in grado di eseguire qualunque programma RAM su qualsia-
si input. Come conseguenza potremo provare che le funzioni RAM sono
calcolabili anche dai programmi While e cosi, per i risultati della sezio-
ne 1.4, avremo dimostrato che i due sistemi calcolano la stessa famiglia
di funzioni.

Il primo passo di questa costruzione consiste nella definizione di una
codifica dei programmi RAM mediante interi non negativi. Formalmente
vogliamo determinare una funzione

Cod : Programmi — N

che sia biunivoca e intuitivamente calcolabile (in un qualunque linguaggio
di programmazione).
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Innanzitutto, per ogni istruzione RAM I possiamo definire il valore Ar(I) €
N tale che

3k sel= Ry —Ri+1
Ar() =4 3k+1 sel= Ry — Ry~ 1
3(k,ny~1 sel= if Rxy=0then go ton

Allora, per ogni P € Programmi tale che P = (I, I»,..., I;;), definiamo
Cod(P) = (Ar(I1),Ar(Ip),...,Ar(Ip) ) — 1 (1.6)

E facile verificare che la funzione Cod & biunivoca su N ed inoltre chiara-
mente calcolabile.

Proposizione 1.6.1. La funzione Cod: Programmi— N definita dalla equa-
zione (1.6) & biunivoca. Inoltre Cod e la sua inversa Cod™ sono calcolabi-
li, ammettono cioe un algoritmo di calcolo in un qualunque linguaggio di
programmazione.

Se j = Cod(P) sidice che j & il numero di Gédel di P e lo stesso P viene
anche chiamato programma di indice j o pitt semplicemente “programma

)

j
Nel seguito denotiamo con V¥ ; la funzione calcolata dal programma j,
per ogni j € N. Questo significa che {‘I’O,\I’l,...,‘l’j,...} rappresenta una
numerazione delle funzioni calcolate dai programmi RAM, per cui possia-
mo porre
Funzioni(RAM) = {¥ | j € N}

1.6.1 Programma universale

Usando la codifica precedente possiamo ora costruire un interprete del
linguaggio RAM. Questo & definito da un programma While U che su in-
put (x, j) calcola il valore ¥ ;(x), di fatto eseguendo il programma RAM di
indice j sull'input x. Nota che U non & un traduttore, non trasforma il pro-
gramma in input in un altro linguaggio, ma piuttosto esegue la sua com-
putazione sull'ingresso assegnato. Il calcolo viene compiuto usando le va-
riabili del linguaggio while per mantenere lo stato corrente della macchina
RAM, e decodificando una dopo 'altra le varie istruzioni RAM da eseguire.
La definizione di U & basata sui seguenti criteri:

e suinput n € N, il programma U calcola per prima cosa i valori x, j €
N tali che n = (x, j);
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e per ogni j € Nil programma P di indice j non puo usare piu di j +1
registri. Pili precisamente, ogni computazione di P pud modificare
al piu il contenuto dei registri Ry, Ry, ..., R;. Di conseguenza gli sta-
ti raggiunti possono essere descritti dal contenuto di questi registri,
oltre che dal valore del contatore L;

* per eseguire la computazione sull'input n = (x, j), il programma U
mantiene nelle variabili le seguenti informazioni:

Xo assume il valore (( S(Rp), S(Ry),...,S(R;))), dove S ¢ lo stato cor-
rente della macchina RAM. Quindi di fatto xo mantiene l'intera
memoria usata dalla macchina;

x; assume il valore S(L);
X conserval’indice j del programma P = (I, I, ... I;;) da simulare;

X3 conserva inizialmente 'input x per il programma P e successi-
vamente la lunghezza m di P;

x4 assume il valore Ar(Ig(y)), cioe il codice dell'istruzione di P da
eseguire (istruzione corrente).

Come sappiamo l'input n di U & inizialmente attribuito alla variabile x;,
mentre 1'output del programma sara il valore di xp al termine della com-
putazione. Quindi, tenendo conto della funzione codifica descritta sopra
e delle macroistruzioni introdotte nella sezione 1.5, una semplice versione
del programma U & definita nella figura 1.1.

Abbiamo quindi provato il seguente risultato.

Proposizione 1.6.2. Esiste un programma While U tale che, per ogni x, j €
N,
Oy (x, j)) =¥;x)

Inoltre, possiamo considerare il programma RAM Comp(U), e quindi
otteniamo

Ycompu) N ="%;(x)  Vx,jeN

Di conseguenza anche nel linguaggio RAM esiste una procedura universale
in grado di simulare tutti i suoi programmi su un qualsiasi input.

Corollario 1.6.3. Esiste u € N tale che, per ognix, j €N,

Wi (x, j) =¥j(x)



32 Introduzione alla calcolabilita e alla complessita computazionale

begin
X2 :=des(x)
X3 :=sin(xy)
X0 := ze(x2)
Xp :=0,{x3, X0))
x1:=1
Xo:=X2+1

X3 :=lunghezza(xy)
while x1 #0 do
if x3<x;
then x71:=0
else begin
X4 :=Pro(xy, x2)
X5 := x4(mod 3)

X4:=Xx4:3

if x5 =0 then Xxo :=Inc(xy, xg)
x1:=x1+1
X4:=Xx4:3

if x5 =1then< xp:=Dec(x4,xp)
x1:=x1+1
X4:=Xx4+1
Xq4:=X4:3

X5 1= sin(xy)
if x5 =2then{ Xxg:=des(x4)
x7 :=Pro(xs, xg)
if x7=0 then x;:=xp
else x1:=x1+1

end
X5 := sin(xp)
X0 = X5
end

Figura 1.1: Programma universale
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Altre conseguenze riguardano il confronto tra le funzioni calcolate dai
due linguaggi.

Proposizione 1.6.4. Per ogni P € Programmi esiste Q € W -Programmi tale
che®qg=¥p.

Dimostrazione. Se P possiede indice j allora il programma Q € definito
da

begin
Xp = ]
X1 1= (X1, Xo)
X0:=0
U
end
dove U e il programma While definito nella figura 1.1. O

Applicando la proposizione precedente e la 2) del teorema 1.4.3, otte-
niamo il seguente risultato:

Corollario 1.6.5. Funzioni(W hile) = Funzioni(RAM)

Abbiamo cosi provato che i due linguaggi calcolano la stessa famiglia
di funzioni.

Osserva ora che il programma U definito nella tabella 1.1 usa in totale
15 variabili, 8 esplicitamente (xy, ..., x7) e altre 7 variabili (x14, ..., X20) nelle
macroistruzioni. Rimangono libere le 6 variabili xg, ..., x13. Per la proposi-
zione precedente questo implica che ogni funzione while & calcolabile da
un programma con la medesima proprieta.

Proposizione 1.6.6. Per ogni programma While P esiste un programma
While Q che non utilizza le variabili xg, ..., X13 e tale che

Do =Dp

1.7 Funzioni ricorsive parziali

Introduciamo ora una nuova famiglia di funzioni definita senza fare rife-
rimento diretto a costrutti di programmazione o modelli di calcolo, ma
usando piuttosto un insieme di funzioni di base e alcuni operatori fun-
zionali.
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Poiché tratteremo funzioni a pit1 argomenti, nel nostro contesto risulta
conveniente usare la seguente notazione: per ogni x € N” e ogni y € N
(con n, m € N qualsiasi), dove x = (x1,...,X,) € y = (¥1,..., Ym), denotere-
mo con (x, y) il vettore (x1,..., Xn, Y1,-.., Ym) € N7,

Linsieme delle funzioni base € costituita dalla famiglia delle funzioni
suc, O, ProZ ,dove n,keN, el <k < n, tali che

e suc(x) =x+1, perogni x € N,
* O(x) =0, perogni x €N,
. ProZ(xl,xz,...,xn) = Xy, per ogni (xy, X2,..., X,) € N,

Gli operatori che consideriamo sono quelli di composizione, ricorsione pri-
mitiva e minimalizzazione, definiti rispettivamente nel modo seguente.

- Date le funzioni h:N" — Ne g1,...,&m, dove g; : N — N per ogni i,
denotiamo con comp(h;gi,...,8m) lafunzione f:N" — N tale che,
per ogni x € N”,

fx)=h(g1(x), g2(x),...,8m(x))

- Date le funzioni g:N" - Neh: N"*2 — N, denotiamo con Ricpr(h, g)
la funzione f:N"*! — N tale che, per ogni j € N e ogni x € N",

. ] g sej=0
FG0 _{ h(f(j-1,x),j—1,x) altrimenti
- Data una funzione g : N**! — N, denotiamo con uy{g(y, x1,...,X,) = 0}
o pitt semplicemente con u{g}, la funzione f:N" — Nu{Ll} tale che,
per ogni x € N”,

y se g(y,x)=0 e, perognize€{0,1,...,y—1},
fx)= 0#£g(z,x)# L
1 altrimenti

Definizione 1.7.1. La famiglia delle funzioniricorsive parziali (o semplice-
mentericorsive) e il piit piccolo insieme contenente le funzioni base e chiuso
rispetto alla composizione, alla ricorsione primitiva e alla minimalizzazio-
ne.
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Definizione 1.7.2. Lafamiglia delle funzioniricorsive primitive e il piit pic-
colo insieme contenente le funzioni base e chiuso rispetto alla composizione
e alla ricorsione primitiva.

Nota che tutte le funzioni ricorsive primitive sono totali mentre la mi-
nimalizzazione & I'unico operatore tra i precedenti che definisce funzio-
ni non totali. Chiaramente tutte le funzioni da N” a N a valori costan-
ti sono ricorsive primitive. Per esempio, per ogni intero n > 1, la fun-
zione O"(xy,...,X,) = 0 soddisfa O" = comp(O;Pro}) e quindi & ricorsiva
primitiva.

Esempi 1.7.1. E facile verificare che la funzione somma, definita da
sommalx,y)=x+y, Vx,yeN

eé ricorsiva primitiva. Infatti abbiamo che

sommal(x, y) = { * sey=0 Vx,yeN

suc(sommal(x,y—1)) altrimenti

e quindi formalmente somma = Ri cpr(comp(suc;Pro?),Proi), e questo
prova che la somma é ricorsiva primitiva.
In maniera simile si prova che le funzioni

prodotto(x, y) = x-y, pred(x) = x - 1, diff(x, y) = x - y, potenza(x, y) =

0 sex=0 ___
y i = — = =
xY, modulodiff(x, y) = |x—yl, sgn(x) { 1 sex>0’ sgn(x)
1 sex=0
0 sex>0

sono ricorsive primitive.

Esempio 1.7.1. Un’altra famiglia di esempi si ottiene considerando le rela-
zioni (o analogamente i predicati) sui numeri interi. Chiamiamo relazione
ricorsiva primitiva un sottoinsieme R < N”, per qualche n € N, la cui fun-
zione caratteristica yr & ricorsiva primitiva. Valgono le seguenti proprieta

1. Lerelazioni =, #,>, <, =, < definite sulle coppie di interi sono ricorsi-
ve primitive. Ad esempio y=(x,y) =sgn(x—yl) e y>(x,y) =sgn(x -
¥)-



36 Introduzione alla calcolabilita e alla complessita computazionale

2. Se R e Q sono relazioni ricorsive primitive, definite sullo stesso spa-
zio N, allora anche RN Q, RU Q e R sono ricorsive primitive.

3. Se R=N”" & una relazione ricorsiva primitiva, r : N - Ne s:N" —N
sono funzioni ricorsive primitive, allora anche la funzione f:N" — N

tale che
r(x) sexeR

. . VxeN"
s(x) altrimenti

f(x):{

éricorsiva primitiva. Infatti e facile verificare che f(x) = r(x)- yr(x) +
s(x)- (1 = yr(x)).
Nel seguito useremo funzioni ricorsive primitive definite mediante il

seguente operatore di minimalizzazione limitata, ottenuto modificando la
definizione dell’operatore u introdotto sopra.

Definizione 1.7.3. Data una funzione g :N""*! — N considerala f :N"*! —
N definita da

£ x)—{ min{keN|k<y,glk,x)=0} selkeN|k=<y gk x)=0#9
X =70 altrimenti

per ogni y € N e x e N". Diciamo allora che f é definita per minimalizza-
zione limitata di g e scriviamo f(y, x) = pk < yig(k, x) = 0} o piit semplice-
mente [ = u<{g}.

Teorema 1.7.1. Ogni funzione definita per minimalizzazione limitata di
una funzione ricorsiva primitiva é ricorsiva primitiva.

Dimostrazione. Sia f = u<{g} con g ricorsiva primitiva. Osserva che per
ogni y € N; e ogni x € N”, le seguenti implicazioni determinano il valore
f(y,x) in funzione di f(y—1,x):

fy-1,x)#0
fy-1,x)=0=g(0,x)
fy=1,x)=0Ag(0,x) Z0 # g(y,x)
fy-1,x=0=g(y,x)Ag0,x)#0

fx)=f(y-1,x
frx)=fy-1x)
f,x)=f(y-1,x
fypx)=y

L

Allora, per ogni y € N e ogni x € N”, si verifica che

(o0 sey=0
f(y,x)—{ h(f(y—1,x),y—1,x) altrimenti
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dove

se g0,x)#Z0 e f(y—1,x)=0=g(y,x)

— - = y
h(f(y-1,x),y-1,x) {f(y—l,x) altrimenti

Ora osserva che per ogni z, t € N e ogni x € N” abbiamo

hiz, t,x) =

suc(t) se g(0,x)#0 e z=0=g(suc(?),x)
altrimenti

Quindj, per il punto 3. dell’esempio 1.7.1, & € ricorsiva primitiva ed essen-
do f = Ricpr(h,0™) anche f risulta ricorsiva primitiva. O

Esempi 1.7.2. Anche la funzione quoziente, definita da

lx/yl sey#0
0 altrimenti

quoziente(x, y) = {
é ricorsiva primitiva. Infatti, si verifica che
quoziente(x,y) = uk < x{(x - ky) - (y = 1) =0}
Cosi, definendo la funzione ausiliaria

((x,y,u) = puk < x{(u=ky) = (y=1) =0}

per la proposizione precedente abbiamo che ¢(x, y, u) € ricorsiva primitiva.
Di conseguenza, anche quoziente(x, y) = ¢(x, y, x) € ricorsiva primitiva.

Usando la minimalizzazione limitata si dimostra che varie altre funzio-
ni sono ricorsive primitive. Ad esempio

resto(x,y) = 0 sey=0
Y= x(mod y) altrimenti
Hmo(xy) = 1 sexeprimo
P B 0 altrimenti

Concludiamo questa sezione ricordando due proprieta notevoli delle
funzioni ricorsive primitive, la cui dimostrazione puo essere trovata in [15].

* Esistono funzioni ricorsive totali che non sono ricorsive primitive.
Tra queste citiamo la nota funzione di Ackermann [15].
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* Lafamiglia delle funzioniricorsive primitive in un argomento coinci-
de con I'insieme delle funzioni calcolate dai programmi Loop. Que-
sti ultimi sono definiti come i programmi While, sostituendo pero il
tradizionale comando while con il comando

loop xrdo C

dove k € {0,1,...,20} e C € un comando nel quale non si assegnano
valori alla variabile xi. Tale comando esegue C un numero di volte n
fissato, pari al valore iniziale di x, ed equivale a

while xp #0do begin C xj:=xp~1end

1.8 Linguaggio While e funzioni ricorsive

In questa sezione vogliamo dimostrare che la famiglia delle funzioni ricor-
sive parziali coincide con I'insieme delle funzioni calcolate dai programmi
While. A questo scopo dobbiamo innanzitutto stabilire cosa intendiamo
per funzione a n > 1 argomenti calcolata da un programma While.

Cominciamo ricordando la definizione della funzione [---] : U, N" —
N, data da
[x] = x, VxeN
(x,)—-1, Vx,yeN

[x,[y,z]l, Vx,y,zeN

=
SN =R
I

[x1,[x2,..., [Xp-1,Xn]...]], VReEN;eVx,x,...,xp, €N

E chiaro che per ogni n € N4, [x1, X2,..., X,] stabilisce una corrispondenza
biunivoca tra N” e N. Possiamo cosi definire le funzioni inverse sin e des,
univocamente determinate dalla relazione

n= [ﬁ(n),ﬁ(n)], per ogni n € N.

Inoltre e evidente che queste funzioni sono calcolabili nel linguaggio Whi-
le. Adattando opportunamente i programmi While 8, 9, 10 della sezione
1.5 e facile definire analoghe macroistruzioni della forma

[xi,xj], coni,j,k#14,15

sin(x;), coni#k e i k#14,15,16
des(x;), coni#k e i k#14,15,16

Xk

Xk

Xk
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Definizione 1.8.1. Diciamo che una funzione f :N" — NuU{L} e calcolata
da un programma While P se

f(X],xz,.-.,xn) :(DP([xl!xZ)n-»xn])) Vxl’xZ)-'-)anN

In questo modo un programma While P calcola una funzione per ogni
possibile arieta n € N.. Nel seguito denoteremo con Q)},") la funzione
®p([x1,X2,...,Xn]), per ogni P € W-Programmi.

Teorema 1.8.1. Per ogni funzione ricorsiva parziale f :N"* — N U {L} esiste
un programma While P che calcola f.

Dimostrazione. Siragiona per induzione strutturata. Chiaramente le fun-
zioni suc e O sono calcolate da comandi di assegnamento. Inoltre, per
ogni k,n €N, 1< k < n, e facile verificare che anche ProZ e calcolabile da
un programma While, basta adattare opportunamente la macroistruzione
corrispondente definita nella sezione 1.5.

Consideriamo ora una funzione f : N — Nu {1}, tale che
f=comp(h;g1,...,8m), dove h, g1,..., gm sono ricorsive parziali. Per ipo-
tesi diinduzione, supponiamo che esistano programmi While H, G, ..., G,
che calcolano rispettivamente le funzioni h, g3,...,gn,. Per la proposizio-
ne 1.6.6 possiamo supporre che tali programmi non utilizzino le variabili
Xg,...,X13. Allora, per calcolare la funzione f possiamo definire il seguente
programma While P; quest’ultimo usa come macroistruzioni i programmi
H, Gy, ..., G, insieme alla macroistruzione che calcola la funzione [-,-].

begin
X9 := X1
X := Dg,, (x1)
X10 := Xo
X1 := X9

X :=Dg,,_, (x1)
X10 := [X0, X10]

X1 := X9

Xp :=®g, (x1)

X10 := [X0, X10]
X1 = X10

X :=@py(x1)

end
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Sia ora f = Ricpr(h, g), con h e g calcolabili rispettivamente dai pro-
grammi While H e G, che supponiamo non utilizzino le variabili “libere”
Xg, ..., X13. Allora possiamo definire il seguente programma While che uti-
lizza macroistruzioni per le funzioni 4, g, [-,-], sin e des (oltre a un’ov-
via estensione del comando while facilmente simulabile mediane 1'uso di
variabili “libere”):

X10 := des(x;)
X11 := sin(x;)

X1 = X10
X := D (x1)
begin
X1 := [xo, Xg, X10]
while X9 ;éxu do Xo := d)H(xl)
X9:=Xg+1
end

end

Chiaramente questo programma calcola la funzione f.

Supponiamo ora f = u{g}, con g calcolabile da un programma While
G che non utilizza le variabili xg, ..., x;3. Allora un programma While che
calcola f & definito dallo schema seguente.

begin
X9:=0
X10 = X1
X1 := [xg, x10]
X0 := ®g(x1)
while xg #0 do begin xg:=x9+1 X7 :=[x9,x10] X0:=Pg(x1) end
X0 = X9
end

a

Vogliamo ora provare la proprieta inversa, ovvero che ogni funzione
calcolabile da un programma While é ricorsiva parziale. A questo scopo
dimostriamo alcuni lemmi preparatori.

Lemma 1.8.2. Perognin €N, la funzione g, :N" — N tale che
g}’l(xly---rxn):[xlv---,x}’l]) Vxl)---)xYLEN

e ricorsiva primitiva.
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n € N.. Nota che g; = Pro%,
mentre per ogni x, y,€ N

N x+yx+y+1)
2

o,y =[xyl=y 1.7

Di conseguenza g; e g» sono ricorsive primitive. Supponi orache n>2e
che g, siaricorsiva primitiva. Allora, per ogni xi,...,x, €N, abbiamo

gn(X1,...,%Xp) = [x1, 8n-1(x2, ..., Xp)] = g2(x1, gn-1(x2,...,Xx5))

equindi g, = comp(gy; Pro’f, comp(gn_l;Prog, ...,Pro’)) provando che an-
che g, éricorsiva primitiva. a

Lemma 1.8.3. Le funzioni sin e des sono ricorsive primitive.

Dimostrazione. Per ogni x,y € N sappiamo che x = sin([x,y]) e y =
des([x, y]). Inoltre, posto n = [x, y] e ricordando la (1.7), per calcolare x
e y possiamo determinare il minimo ¢ € N tale che

t
n<Zi
i=1
CRPEE _ t ; — —
(percui t=x+y+1), computare / =} ;_ i eottenerex=¢—-n—-ley=

r—x-—1.
Definiamo allora, per ogni n € N,

k(k+1)
2

f(n):min{ksnl n<

}=Hks n{n+1; k(k2+1) =0}

Nota che 7(n) & ricorsiva primitiva perché t(n) = f(n,n) con

k(k+1
f(u,v)z,uksu{v+1; ( ):0}
ottenuta per minimalizzazione limitata (teorema 1.7.1). Di conseguenza,
anche

HmEm+1)

> n-1 e des(n)=7(n)-sin(n) -1

sin(n) =

sono ricorsive primitive. O
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Lemma 1.8.4. Perogni k,ne N, conl < k < n, la funzione P_roz ‘N—N
tale che
Prog([x1,..., xn) =Xk, VX1,...,Xp €N

e ricorsiva primitiva.

Dimostrazione. La proprieta e chiaramente vera se n = k = 1 poiché Pro,
e una funzione base. Se 1 < k < n allora, per ogni y € N,

Proy(y) = sin | des(des( - (des(y)) -+))
—_—

k-1 volte

e quindi la proprieta segue dal lemma precedente. Lo stesso occorre se
l<k=mn:
Pro,(y) = des(des(--- (des(y))---)),  VyeN
—_———

n—1volte
Od

Definizione 1.8.2. Per ogni comando while C, denotiamo con fc la funzio-
ne fc :N—NuU{Ll} tale che, per ogni xy, x1,...,X20 € N2L

fe(lxo,x + ])={ (20,21,...,220]  sel[Cll(xo,x1,...,X20) = (20, 21,-- ., Z20)
R se[[C1](xg, X1, X20) = L

Nota che per ogni programma While P, ogni n € N eogni y1, ¥2,...,¥n €
N",

p([y1, Y2 yal) =sin | fo((0,ly1,y2,., ¥nl,0,...,0 )
21 com{onenti

Quindi per provare che (DED") e ricorsiva parziale basta dimostrare che fp &
ricorsiva parziale.

Proposizione 1.8.5. Per ogni comando while C la funzione fc e ricorsiva
parziale.

Dimostrazione. Procediamo per induzione strutturata. Se C € un coman-

. N P . . —n
do di assegnamento, fc € composizione delle funzioni O, suc, pred, Pro, e
[,-] che sono tutte ricorsive primitive.



Capitolo 1. Calcolabilita 43

Se C=begin C;C,---Cpende fc,, fc,, ... fc, sonoricorsive parziali allora

felxo, x1,..., x200) = fc,, (fc,._, - (fe, ([x0, X1,..., X201)) - +)

e quindi anche f¢ e ricorsiva parziale.
Ora, sia C = while x; # 0 do A, e assumi f4 ricorsiva parziale. Possiamo
considerare le funzioni

e _ X see=0
Stex) =/400 = {fA(S(e—l,x)) altrimenti " 9* €N
tx) = ue{P_mﬂk(fj(x))zo} VxeN (1.8)

Chiaramente S = Ricpr( fA,%i) e ricorsiva parziale e lo stesso dicasi per
— 21
t = ufcomp(Pro, ; S)}

Cosi, poiché fc(x) = S(t(x), x) per ogni x € N, anche f¢ risulta ricorsiva
parziale. O

Teorema 1.8.6. Per ogni programma While P e ognin € N, la funzione ¢
e ricorsiva parziale.

(n)
P

Dimostrazione. Per ogni n € N, abbiamo definito la funzione g, : N — N
tale che
gn(xly---,xn) = [xly---;xl’l]

e sappiamo per il lemma 1.8.2 che tutte le g, sono ricorsive primitive. Al-
lora, per ogni xy, ..., x, €N, abbiamo

P’ (x1,..., %) = SIn(fp(21(0, gn(x1,..., X1),0...,0)))

uindi, per i lemmi precedenti e la proposizione 1.8.5, anche ) & ricor-
Q p p prop P
siva parziale. O

1.8.1 Tesidi Church

I teoremi 1.8.1 e 1.8.6 implicano il risultato principale di questa sezione.

Corollario 1.8.7. La classe delle funzioni ricorsive parziali coincide con la
famiglia delle funzioni calcolate dai programmi While.
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Abbiamo cosi provato che i tre formalismi considerati finora (linguag-
gio RAM ridotto, linguaggio While e funzioni ricorsive parziali) sono equi-
valenti da un punto di vista computazionale, nel senso che definiscono la
stessa classe di funzioni calcolate.

Lo stesso fenomeno & stato osservato per tutti i formalismi tradizional-
mente usati per definire le nozioni di algoritmo e di funzione calcolabile.
Questo vale sia per i linguaggi di programmazione generali usati abitual-
mente nell’attivita di programmazione, sia per i modelli di calcolo astratti
come le macchine di Turing che introdurremo nelle prossime lezioni e la
vasta gamma di modelli di computazione tradizionali noti in letteratura
[15].

Possiamo cosi enunciare il seguente risultato generale che pur non es-
sendo dimostrabile in assoluto € tuttavia comunemente accettata in am-
bito scientifico.

Tesi di Church
La classe delle funzioni intuitivamente calcolabili coincide
con la classe delle funzioni ricorsive parziali.

1.9 Sistemi di programmazione accettabili

In questa sezione introduciamo una nozione generale di sistema di pro-
grammazione che riassume le proprieta principali dei linguaggi RAM (ri-
dotto) e While presentate finora.

Osserviamo anzitutto che, come nel caso dei programmi While, anche
per il linguaggio RAM possiamo estendere la nozione di funzione calcolata
da un programma incrementando il numero di argomenti.

Per ogni programma RAM P e ogni n € N, definiamo la funzione ¥
N” — NuU {1} mediante

(n) .
p

‘I’g”(xl,...,xn) =Wp([x1,...,%X,]) Vx1,..., %, EN

Diremo che ‘I’ED") elafunzione (a n argomenti) calcolata da P. Se i = Cod(P)
denotiamo ‘P;”) anche mediante ‘PE.”). Nel seguito, quando il numero di
argomenti € chiaro, ometteremo 'apice (n) in questa notazione; di conse-
guenza, per ogni x1,...,x,; € N avremo che

\Pi(XI,...,Xn) = \PP([xlv---rxn])
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Come sappiamo il linguaggio RAM e dotato di un programma univer-
sale, ovvero di un programma in grado di simulare tutti gli altri (Corolla-
rio 1.6.3). Questa proprieta puo essere riformulata usando formalmente la
funzione [, -] invece di {-,-):

Esiste un indice u € N tale che ¥, (x,i) = ¥;(x), per ogni
i,xeN.

Non e difficile dimostrare che questa proprieta puo essere estesa anche
ai programmi while, introducendo una opportuna enumerazione di W-
Programmi simile a quella definita per il linguaggio RAM (Cod).

Un’altra proprieta rilevante del linguaggio RAM consiste nella possibi-
lita di scambiare automaticamente argomenti e indici dei programmi. Pit
precisamente, possiamo enunciare il seguente risultato chiamato Teorema
S%:

Teorema 1.9.1. Esiste una funzione ricorsiva totale S} :N? — N tale che, per
ognix,y,i €N,

Wi,y (0 =Yilx,y)
Dimostrazione. Per definire la funzione S} consideriamo il programma
RAM P diindice i e un qualunque y € N. Definiamo un nuovo programma

RAM U;,, dato da

Ro—Ro+1;...;Ry— Ry+1;Ry — [Ry,Ro]; Ry — O; P

y volte

Qui usiamo una macroistruzione RAM per la funzione [+, ] (che chiaramen-
te esiste per 'equivalenza con i programmi While) e P € aggiunto come
spezzone finale del programma. E facile verificare che su input x, Ui,y cal-
cola il il valore ¥p([x, y]) = ¥;(x,y). Definiamo allora Si (i,y) = Cod(U,;y).
La funzione S% e ricorsiva perché si puo definire un algoritmo che su input
i,y determina l'indice di Uj,y, usando la funzione Cod introdotta nella
sezione 1.6. O

Intuitivamente questo significa non solo che la restrizione di una fun-
zione calcolata da un dato programma & ancora calcolabile da un (altro)
programma, ma anche che questo passaggio puo essere determinato au-
tomaticamente mediante una funzione ricorsiva che trasforma indici e ar-
gomenti in nuovi indici.
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Come nel caso precedente, anche questa proprieta puo essere dimo-
strata per i programmi While. In realta, si pud dimostrare che questi ri-
sultati sono validi per tutti i linguaggi di programmazione usati tradizio-
nalmente. Poiché vogliamo studiare proprieta comuni dei sistemi di pro-
grammazione, le proprieta precedenti ci portano a definire una nozione
generale di sistema di calcolo.

Sia 22! la famiglia delle funzioni ricorsive parziali a un argomento:

R = {f :N—NuU{Ll}| f ricorsiva parziale}

Definizione 1.9.1. Un sistema di programmazione accettabile (nel seguito
s.p.a. per brevita ) é una successione di funzioni {¢;}ien = {po, 1,...,di ...},
dove; :N —NuU{L} perogniieN, che soddisfa le seguenti proprieta:

1. La famiglia delle funzioni incluse in {(;} ;N coincide con #*. In altre
parole, ¢; € R per ognii € N e viceversa, per ogni f € R, esiste j € N
taleche f = ¢;;

2. Esisteu €N tale che per ogni x,i €N,

Gullx, i]) = ¢pi(x)

3. Esiste una funzione ricorsiva totale S : N* — N tale che, per ogni
x’ y’ l € N)
Ps1 (i, (%) = Pi(1x, y])

In maniera piu discorsiva possiamo dire che un s.p.a. & un’enumera-
zione delle funzioni ricorsive parziali in un argomento che le comprende
tutte, ammette una funzione universale e soddisfa il teorema S%. E chiaro
che, per ognis.p.a. {¢p;};en, possiamo considerare le corrispondenti funzio-
ni con un numero di argomenti n > 1 qualsiasi, definendo (p;") (X1y.00,Xp) =
¢i([x1,...,x,]), perogni xy,..., x, € N. Nel seguito, per semplificare la nota-
zione, quando il numero di argomenti &€ chiaro ometteremo I’esponente e
le parentesi [,] usando semplicemente ¢;(x,...,x,) per denotare
$i(lx1,...,xp]).

La nozione di s.p.a. appena definita e sufficiente per i nostri scopi ed &
quella che verra effettivamente usata nelle sezione successive. Ricordiamo,
tuttavia, che in letteratura esistono diverse definizioni che si differenziano
per vari aspetti. Quella pitl nota, considerata per esempio in [15, 17], di
fatto estende la nostra e viene qui riportata, anche se non sara usata nel
seguito, perché puo essere utilizzata per includere facilmente i tradizionali
linguaggi di programmazione.
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Definizione 1.9.2. (versione estesa) Sia Z" linsieme delle funzioni ricorsi-
va parziali daN" aNuU{L}, per ogni n € N,. Allora, un sistema di program-
magzione accettabile e una famiglia di successioni di funzioni

M ien, 10 iens -, 10 Yien, ..

dove (,bg.") :N" — NU{L} per ogni i e ogni n, che soddisfa le seguenti condi-
zioni:

1. PerognineN,, Z" coincide con la famiglia delle funzioni incluse in
{(,bgn)}iel\l;

2. PerognineNy, esiste un indice u € N tale che

O (1, ) = UV (01, X 1), Vi, X, X €N

3. Per ognin, m € N, esiste una funzione ricorsiva totale S™ : N"*! — N
tale che

(n+m) — UM ; n m
(/)l. (x,y)—(,bsnm(l.’y)(x) VieN,yeN", xeN

Si tratta di quindi di una famiglia di enumerazioni di funzioni ricorsi-
ve parziali, una enumerazione per ciascuna possibile arieta delle funzioni,
che contiene una funzione universale per ciascuna arieta e che soddisfa il
teorema S} (condizione 3. data sopra).

1.9.1 Ilteorema diricorsione

Sono due le proprieta principali dei sistemi di programmazione accettabi-
li: il teorema di isomorfismo e il teorema di ricorsione. Il primo sostanzial-
mente afferma che tra due s.p.a. esiste sempre una traduzione biunivoca
dal primo al secondo. In questa sede enunciamo semplicemente questo
teorema e rimandiamo la dimostrazione a [15].

Teorema 1.9.2. (di isomorfismo) Dati due sistemi di programmazione ac-
cettabili {a;}ien, {Bilien, esiste una funzione ricorsiva totale biunivoca T :
N — N taleche a; = B perogniicN.

Osserviamo che 'esistenza di un funzione ricorsiva T tra i due s.p.a.
che preserva la semantica dei programmi € una conseguenza abbastanza



48 Introduzione alla calcolabilita e alla complessita computazionale

semplice della stessa definizione di sistema di programmazione accettabi-
le. Piti impegnativo, invece, & costruire una funzione che, oltre a questo,
sia anche biunivoca.

Laltro risultato rilevante é il teorema di ricorsione che puo essere fa-
cilmente dimostrato a partire dalla definizione di s.p.a e ha svariate appli-
cazioni, consentendo di provare una vasta gamma di proprieta degli s.p.a.
(molte delle quali, a prima vista, insospettabili).

Teorema 1.9.3. (di ricorsione) Sia {¢p;}ien un sistema di programmaczione
accettabile e sia t : N — N una funzione ricorsiva totale. Allora esiste n € N
talechep,, = ).

Dimostrazione. Considera la funzione f:N? — Nu {1} tale che
[, 1) =y, (x) Vi, xeN

Si verifica subito che f e ricorsiva parziale poiché ¢y, (i) (x) = Py (x, Py (i, )
e quindi esiste certamente un programma che su input [x, i] calcola f(x, i)
applicando due volte il programma universale ¢,,. Esiste quindi un indice
e e N tale che ¢.(x,i) = f(x,i) per ogni i,x € N.

Applicando allora il teorema S} abbiamo che

Ggi(i) (X) = P, (%) Vi,xeN (1.9)
Inoltre, poiché S% e t sono funzioni ricorsive totali, esiste m € N tale che
Gm (i) = t(Si (e, i) VieN (1.10)
Ponendo quindi n = Si (e, m) si ottiene la seguente catena di identita
bn=bstie,m) = Pguim =
=Dyl e,m)) = Prim)

dove la seconda e la terza uguaglianza sono conseguenza rispettivamente
di (1.9) e (1.10). O

Il teorema di ricorsione € uno stumento utile per provare varie pro-
prieta generali dei sistemi di programmazione accettabili, tra le quali tipi-
camente l'esistenza di programmi che calcolano funzioni particolari. Pre-
sentiamo qui di seguito alcuni esempi di applicazione.
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Esempi 1.9.1.

1) Dato un s.p.a. {¢;} e una funzione f : N — N ricorsiva, esistono
infiniti n € N tali che ¢, = ¢ 7).
Dimostrazione. Dato un qualsiasi k € N, considera le funzioni ¢y, ¢y, ..., df.
Chiaramente esiste ¢ € N tale che ¢, # ¢ per ogni j =0,..., k. Definiamo
allora la funzione gi : N — N tale che

l sex<k

8k(x) = { f(x) altrimenti VxeN

Poiché k e fissato, gy & calcolabile e quindi ricorsiva totale. Per il teorema
di ricorsione esiste n € N tale che ¢, = ¢g, (). Tuttavia per la definizione
di g, n non puo essere minore o uguale a k. Ne segue che n > k e quindi
gx(n) = f(n). Abbiamo cosi provato che per ogni k € N esiste n > k tale che
¢n = ¢ ) € questo significa che 'equazione precedente vale per infiniti 7.
g

2) Per ogni coppia di s.p.a. {&;i}ien, {Bi}ien € ogni funzione ricorsiva
totale g : N — N esiste n € N tale che a,, = B¢ (intuitivamente: non &
possibile costruire un traduttore completamente errato).

Dimostrazione. Per il teorema di isomorfismo esiste una funzione ricor-
siva biunivoca T : N — N tale che a; = Br(;) per ogni i € N. Poiché T ¢
biunivoca la funzione h(x) = T~!(g(x)) esiste ed & ricorsiva. Per il teorema
di ricorsione questo implica che esiste anche n € N tale che a, = ayy) =
ar-igm) = Bgm- m

3) Per ogni s.p.a. {¢;} esiste un indice ¢ € N tale che ¢,(x) = ¢ per ogni

xeN.
Dimostrazione. Lafunzione g:N? — N tale che g(x, y) = y & certamente
calcolabile. Quindi esiste e € N tale che ¢.(x, y) = g(x,y) per ogni x, y € N.
Di conseguenza, per il teorema Sl abbiamo che qbs%(e_y) (%) = Ppelx,y) =
g(x,y). Poiché la funzione S% (e,y) e ricorsiva totale, per il teorema di ri-
corsione esiste £ € N tale che ¢, = ¢, ») € quindi

Pe(x) = (Psi(e,g) x)=gkx,0)=¢ VxeN
O

4) Per ogni s.p.a. {¢;} esiste un indice i tale che ¢;(x) = ¢ (i) per ogni
xeN.
Dimostrazione. Considera la funzione g(x, y) = ¢(y). Poiché g(x,y) =
¢u(y, x), g ericorsiva e quindi esiste e € N tale che ¢.(x,y) = g(x,y). Ap-
plicando il teorema S} abbiamo che P51 (e,y) (X) = pe(x, y) per ogni x, y,€ N.
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Essendo S%(e, y) ricorsiva totale, per il teorema di ricorsione esiste i € N
tale che

$i(X) = P10 (X) = Pe(x, 1) = gL, ) = po(i)  VxeN

1.10 Problemi indecidibili

Una delle prime proprieta presentate in queste note riguarda |’esistenza di
funzioni, definite su N a valori in N, che non sono calcolabili, per le quali
cioe non esiste un algoritmo in grado di determinarne il valore per ogni
possibile argomento.

Come & noto, infatti, 'insieme delle funzioni NV = { f:N— N} non e
numerabile, mentre in ogni sistema di programmazione accettabile (s.p.a.
per brevita ) 'insieme dei programmi € sempre numerabile. Ricordiamo,
inoltre, che per la tesi di Church, 'insieme delle funzioni intuitivamente
calcolabili coincide con la famiglia delle funzioni ricorsive parziali. In que-
sta sezione vogliamo mostrare esempi classici di funzioni non calcolabili
(cioe non ricorsive) e a questo scopo introduciamo i problemi indecidibili.

In generale, un problema di decisione & definito come una coppia & =
(I, p), dove I & un insieme numerabile di elementi chiamate istanze, rap-
presentabile mediante numeri interi, mentre p € un predicato su I, ovve-
ro una funzione p : I — {0,1}. Tradizionalmente in letteratura esso vie-
ne rappresentato mettendo in evidenza le varie istanze e il corrispondente
predicato nel modo seguente:

Problema &?
Istanza: x € I.
Domanda: p(x) =17

Classici problemi di decisione sono quelli di appartenenza. Per esem-
pio, dato un insieme A < NF (con k > 0 intero), il problema di appartenenza
ad A & definito dalla coppia (N*, y ) dove y 4 & la funzione caratteristica di
A (ovvero, per ogni x € I\Ik, 14(x) =1se x € Amentre y 4(x) = 0 altrimenti).

In questa sezione cilimitiamo a considerare problemi di decisione (I, p)
in cui I coincide con I'insieme N¥ delle k-ple di elementi in N, per qualche
k intero positivo. La prima proprieta fondamentale riguarda !'esistenza o
meno di un algoritmo in grado di risolvere il problema per ogni possibile
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istanza. Chiameremo decidibili o risolubili quei problemi che ammettono
un tale algoritmo, mentre indecidibili saranno quelli che non dispongono
di una tale procedura.

Definizione 1.10.1. Un problema decidibile e un problema di decisione
(N, p) per il quale la funzione p é ricorsiva.

In altre parole, (N*, p) & decidibile se esiste un algoritmo che su ogni
input x € N* calcola p(x). Per esempio, sono decidibili il problema di sta-
bilire, data una tripla di interi a, b, c € N, se ¢ = a+ b oppure il problema di
verificare, sulla stessa istanza, se c € il massimo comun divisore di a e b.

Problema Somma Problema MCD
Istanza: (a, b, c) € N3, Istanza: (a, b, c) € N3.
Domanda: c=a+ b? Domanda: ¢ = MCD(a, b)?

In generale, per ogni funzione ricorsiva totale f : NF — N, il seguente pro-
blema Calcola(f) e decidibile:

Problema Calcola(f)
Istanza: (x3,...,Xk, }) €
Domanda: y = f(xy,...,Xx)?

Nk+1

Sono invece chiamati “indecidibili” quei problemi di decisione che non
ammettono un algoritmo di soluzione.

Definizione 1.10.2. Un problema indecidibile é un problema di decisione
(N, p) nel quale la funzione p non & ricorsiva.

Nel nostro contesto, quindi, un problema indecidibile ¢ definito da una
funzione (totale) non calcolabile a valori in {0, 1}. Esempi rilevanti di pro-
blemi indecidibili sono quelli legati all’arresto dei programmi su uno o piu
input.

Dato un qualunque sistema di programmazione accettabile {¢;};en si
puo dimostrare che i seguenti problemi sono indecidibili:

Problema Arresto({¢h;}ien) Problema Totalita({i}ien)
Istanza:i€l. Istanza: i€ I.
Domanda: ¢;(i) # L? Domanda: ¢;(j) # L per ogni j € N?

Il primo é il classico problema dell’arresto per il sistema {¢b;};en € consiste
nel verificare se il programma di indice i si ferma sull’'input i. Il secondo
e invece il problema della totalita per {¢p;};en € richiede di verificare se il
programma di indice i si ferma su tutti gli input.
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Proposizione 1.10.1. Per ogni sistema di programmazione accettabile {¢;} jen
il problema Arresto({¢;}ien) e indecidibile.

Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che per un dato
s.p-a. {¢i}ien il problema dell’arresto sia decidibile. Allora sono ricorsive
anche le due funzioni f:N—Ne g:N—NuU{Ll} tali che, perogni xeN

|1 sepi(x)#£L |1 sef(x)=0
f» _{ 0 altrimeni ' 8@ _{ 1L sef(x)=1

In particolare, esiste un programma ¢, che calcola g, e di conseguenza
g(x) = ¢po(x) per ogni x € N. Valutiamo allora g(e): per la stessa definizione
di g otteniamo
_ 1 se Pele) =1
gle) =¢ele) = { L sedo(e)# L

Questo significa che
gle)=_Lseesoloseg(e)# L

il che ¢ assurdo. U

Proposizione 1.10.2. Per ogni sistema di programmazione accettabile {¢;} jen
il problema Totalita({¢p;};en) € indecidibile.

Dimostrazione. Anche in questo caso ragioniamo per assurdo e applichia-
mo una tecnica di diagonalizzazione. Supponiamo che per qualche s.p.a.
{¢i}ien il problema della totalita sia decidibile. Allora la funzione f:N— N

definita da
1 sedqy etotale

f® ={ 0 altrimenti

éricorsiva. Lo stesso vale per la funzione g :N — N definita da

qwo={ 0, EIw=

1+ ¢4 (x) altrimenti

Di conseguenza, esiste e € N tale che g = ¢, e poiché g e totale, g(e) # L.
Ne segue che, per la stessa definizione di g,

Pele)=g(e) =1+ ¢.(e)

e questo e assurdo. O
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Un metodo naturale per dimostrare 1'indecidibilita dei problemi & ba-
sato sulla nozione di riducibilita. Intuitivamente un problema di decisione
e riducibile a un altro se il secondo pu0 essere usato per risolvere il pri-
mo. Qui usiamo una nozione di riducibilita particolarmente semplice, de-
finita mediante una funzione ricorsiva tra le istanze dei due problemi che
conserva le risposte.

Definizione 1.10.3. Dati due problemi di decisione P = (I\Ik, p), Q= (N, q),
diciamo che P é riducibile a Q (in simboli P < Q) se esiste una funzione
ricorsiva totale f : N* — N/ (nel senso che tutte le sue componenti sono ri-
corsive totali) tale che, per ogni x € N¥, p(x) = 1 se e solo se q(f(x)) = 1.
Diciamo anche che f é unariduzione da P a Q.

E facile verificare che se P & riducibile a Q allora ogni algoritmo per
risolvere Q consente di definire un algoritmo per risolvere P. Infatti, se P =
(NF, p),Q= (N, q), P < Q mediante una riduzione f allora p(x) = q(f(x))
e quindi se g é ricorsivo anche p é ricorsivo. Di conseguenza, possiamo
enunciare la seguente proprieta che permette di provare la dedicibilita o
I'indecibilita dei problemi.

Proposizione 1.10.3. Dati due problemi di decisione P, Q, supponi che P <
Q. Allora se Q e decidibile anche P ¢é decidibile. Di conseguenza, se P é
indecidibile anche Q e indecidibile.

Per fornire un esempio di riducibilita considera il problema di verifica-
re, per un dato s.p.a. {¢;};en, se il programma di indice i calcola la funzione
identita. Formalmente il problema ¢ definito dallo schema seguente:

Problema Identita({¢;}ien)
Istanza:i€el.
Domanda: ¢;(j) = j per ogni j € N?

Proposizione 1.10.4. Per ogni s.p.a. {¢;}ien il problema Totalita({¢;}en) €
riducibile al problema ldentita({¢;}en)-

Dimostrazione. Per un qualsiasi s.p.a. {¢p;};en, considera la funzione

) x sedy)# L
g6y = { 1 altrimenti

Nota che, per ogni y € N, ¢, & totale se e solo se g(x,y) = x per ogni x €
N. Inoltre, la funzione g & ricorsiva (parziale) poiché possiamo definire un



54 Introduzione alla calcolabilita e alla complessita computazionale

programma che su input (x, y) attiva il programma universale sullo stesso
(x, y) erestituisce x al termine della computazione (se questa non termina
il risultato & comunque 1). Quindi esiste e € N tale che ¢.(x,y) = g(x,¥)
per ogni x, y € N e quindi, per il teorema S!,

8, Y) =he(X, 1) = Pgi(e (X))  (Vx,yeN)
Di conseguenza, per l'osservazione precedente
¢y & totale — }51 (e, (¥) = x perogni x €N

Questo implica la tesi poiché la funzione S} (e, ¥) e una funzione ricorsiva.
Od

Ricordando che il problema della totalita e indecidibile, il risultato pre-
cedente prova la seguente proprieta.

Corollario 1.10.5. Per ogni s.p.a. {¢;}ien il problema Identita({¢;}ien) €
indecidibile.

1.11 Insiemi ricorsivi

I concetti illustrati nella sezione precedente possono essere riformulati co-
me proprieta di insiemi di numeri interi. Questo approccio puo essere utile
per semplificare la dimostrazione di varie proprieta.

Un insieme A < NF & detto ricorsivo se la sua funzione caratteristica y 4
& ricorsiva. In altre parole, A < N* & ricorsivo se esiste un programma (che
termina sempre) per verificare se un elemento x € N* appartiene ad A.

Esempi di insiemi ricorsivi sono {n € N : n primo}, {(n, n%) :neN},
{(a,b,c) eN®: ¢ = a+b} e, pittin generale, {(x1,..., Xk, y) ENF1 2y = Fx1,..., xp0)}
dove f: NK — N & una funzione ricorsiva (totale).

Elenchiamo alcune proprieta elementari degli insiemi ricorsivi che si
deducono facilmente dalla definizione:

1. gliinsiemi @, NF e tutti i sottoinsiemi finiti di N¥ sono ricorsivi;
2. per ogni A< NF, A¢ricorsivo se e solo se A° = NF\ A e ricorsivo;

3. se A, B<NF sono ricorsivi allora anche AU B e AN B sono ricorsivi.
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E evidente che un insieme A < N¥ & ricorsivo se e solo se il problema
di appartenenza ad A é decidibile. Per questo motivo le proprieta degli
insiemi ricorsivi sono riconducibili alle proprieta dei problemi decidibili e
molte nozioni introdotte per questi ultimi possono essere riformulate per
i precedenti. Un esempio rilevante & quello della riducibilita tra problemi
che puo essere definita anche sugli insiemi.

Definizione 1.11.1. Dati due insiemi A < N¥ e B < NJ, diciamo che A &
riducibile a B se esiste una funzione ricorsiva totale f : N — N/ tale che
f(A) < B e f(A°) < B¢ (in altre parole, per ogni x € NK, x € A se e solo se
fx)eB).

Cosi, dai risultati presentati nella sezione 1.10 possiamo dedurre che,
per un qualunque sistema di programmazione accettabile {¢;}, i seguenti
insiemi non sono ricorsivi:

K={ieN:¢;(i)#1}, K°={ieN:¢;(i)=1}, T={ieN:¢;etotale}

Osserviamo, tuttavia, che i due insiemi K e T hanno una natura diversa,
pur essendo entrambi non ricorsivi. Per K possiamo definire almeno una
procedura parziale che tenta di risolvere il problema di appartenza: per
verificare se i € K possiamo attivare il programma universale ¢, su input
(i,i) e, se la computazione si ferma, restituire una risposta positiva. La
stessa cosa non e cosi evidente per I'insieme T: per verificare se i € T do-
vremmo attivare ¢,, su tutti gli input (x, i) al variare di x in N. Non dispo-
niamo quindi nemmeno di una evidente procedura parziale, che risolve il
problema quando la risposta & positiva. In qualche modo T sembra meno
ricorsivo di K. Per cogliere formalmente questa differenza introduciamo
una nuova famiglia di insiemi.

1.12 Insiemi ricorsivamente numerabili

Un insieme A < N¥ ¢ detto ricorsivamente numerabile (r.n. per brevita ) se
A = @ oppure esiste una funzione f : N — N ricorsiva totale (nel senso che
tutte le sue componenti sono ricorsive totali) tale che A= f(N), ovvero

A={fO),fQ),....f(m),...}

Quindi un insieme non vuoto in N¥ & ricorsivamente numerabile se esiste
una procedura per elencare i suoi elementi.
Valgono le seguenti proprieta:
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. Ogni insieme ricorsivo € ricorsivamente numerabile.

Infatti, se un insieme ricorsivo A < N¥ non & vuoto allora esiste a € A
e possiamo definire la funzione f :N — N* tale che

(x1,Xx2,...,X) sen=I[x],x2,...,Xr] e (x1,x2,...,Xp) €A
a altrimenti

f(n)z{

Chiaramente f e ricorsivae A= f(N).

. Esistono insiemi ricorsivamente numerabili che non sono ricorsivi.

Per esempio considera l'insieme H = {i e N:y; (i) # L} dove {y;}; €il
sistema di programmazione RAM (ridotto). Sappiamo gia che H non
é ricorsivo. Inoltre, possiamo considerare un indice e € H e definire
la funzione f:N — N tale che, per ogni x e N,

i sex=[i,n] ey;(i) termina eseguendo al pil1 n istruzioni RAM,

f(x)={

e altrimenti.

Chiaramente H = f(N) ed é facile verificare che f ¢ ricorsiva.

. Esistono insiemi che non sono ricorsivamente numerabili.

Considera ad esempio l'insieme T = {i e N: ¢;(x) # L Vx € N} do-
ve {¢i}ien € un qualunque s.p.a.. Proviamo per diagonalizzazione
che T non e ricorsivamente numerabile. Infatti, supponi per assur-
do che esista una f : N — N ricorsiva totale tale che T = f(N). Allora
possiamo considerare la funzione g: N — N tale che

gX)=drmx)+1  (VxeN)

Poiché g(x) = 1+ ¢, (x, f(x)) anche g e ricorsiva totale e quindi g =
¢ f(e) per qualche e € N. Di conseguenza otteniamo ¢ ¢ (e) = g(e) =
¢ (e) +1 e questo e assurdo.

. Se A, B c N¥ sono ricorsivamente numerabili allora anche AU B e

AN B sono ricorsivamente numerabili.

Infatti, date le funzioni ricorsive che elencano gli elementidi Ae B
si possono facilmente costruire le funzioni (ricorsive) per elencare
AU B e An B (esercizio).

. Per ogni A < N¥, A & ricorsivo se e solo se sia A che il suo comple-

mentare AS = N\ A sono ricorsivamente numerabili.
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In un senso I'implicazione € ovvia. Nel senso opposto, supponi che
A= f(N) e A° = g(N) per due funzioni ricorsive totali f, g. Allora &
possibile definire un programma per calcolare y 4 in un qualunque
s.p.a.. Suinput x € N¥ tale programma calcola iterativamente i valori
f)eg(i)peri=0,1,2,..., esiferma al primo i peril quale f(i) = x
oppure g(i) = x: nel primo caso restituisce 1, nel secondo 0. L'algo-
ritmo termina sempre perché ogni x appartiene a uno (e uno solo)
dei due insiemi.

Come gli insiemi ricorsivi, anche gli insiemi ricorsivamente numerabi-
li sono chiusi rispetto alla relazione di riducibilita. Vale cioé la seguente
proprieta.

Proposizione 1.12.1. Supponi che A < N¥, B< N/ e che A < B. Allora
valgono le seguenti proprieta:

-seBern.ancheAern.;

- se A non er.n. allora neppureB er.n. .

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima proprieta poiché la seconda
& una sua conseguenza immediata. Sia f : N¥ — N/ una riduzione da A a
B, ovvero una funzione ricorsiva (totale) tale che per ogni x € N¥, x € A se
e solo se f(x) € B. Supponi che A # @ e che B = g(N) per una funzione
ricorsiva g : N — N/, Allora possiamo considerare un elemento a € A e
definire la funzione & : N — NF tale che, perognineN,

(x1,X%2,...,X) sen=I[xy,...,Xp,m]e

h(n) = f(x1,..., xx) appartiene a {g(0),...,g(m)}
a altrimenti

Poiché f e g sono funzioni ricorsive, si deduce facilmente che anche £ ¢
ricorsiva. Inoltre e facile verificare che h(N) = A. O

Come applicazione di questa proprieta si puo dimostrare che per ogni
s.p.a. {¢p;}ien 'insieme ID = {i e N: ¢p;(x) = x Vx € N} non é ricorsivamen-
te numerabile. Infatti, usando la dimostrazione della Proposizione 1.10.4
e facile verificare che T < ID. Inoltre, per la precedente proprieta 3 sap-
piamo che T non e r.n. e quindi anche I'insieme ID non é ricorsivamente
numerabile.

Infine, ricordiamo alcune proprieta caratterizzanti degli insiemi ricor-
sivamente numerabili. Esse possono essere utilizzate come definizione
alternativa di questa nozione.
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Proposizione 1.12.2. Per ogni insieme A < N* i seguenti enunciati sono
equivalenti:

a) A ericorsivamente numerabile;

b) esiste un insieme B < N**1 ricorsivo tale che A & la proiezione di B,
ovvero

A:{(xl,...,xk)el\lkzﬂyel\l tale che (x1,...,x,y) € B}

c) esisteunafunzioneg: N — NU{_L} ricorsiva parziale tale che A = dom(g),
ovvero
A={xeNF:g(x) # 1}

d) esisteunafunzioneh:N — NKU{L} ricorsiva parziale (nel senso che ogni
sua componente e ricorsiva parziale) tale che A = cod(N), ovvero

A={x€l\|k:EIy€N tale che h(y) = x}

Dimostrazione.
(a = b) Se A = ¢ basta scegliere B = ¢. Altrimenti, supponendo A =
f(N) con f ricorsiva totale, considero

B={(x1,..., X, ) ENF L2 () = (x1,..., X))

E chiaro che A & proiezione di B. Inoltre B & ricorsivo perché yp puo esse-
re calcolata da un programma che su input (xi,..., X, y) € N¥*1 determi-
na f(y) = (z1,...,2¢) e poi verifica se z; = x; per ogni j = 1,..., k. In caso
affermativo il programma restituisce 1, altrimenti 0.

(b= c) Data l'ipotesi b, possiamo definire la funzione g : N* — NuU {1}

tale che
1 sedyeN:(xy,...,xp, V) EB

g(xl,...,xk):{ 1 altrimenti

E chiaro che A ¢ il dominio di g. Inoltre g & ricorsiva (parziale) perché pos-
siamo descrivere facilmente un algoritmo che la calcola: suinput (xy, ..., x%)
tale algoritmo calcola yp(xy,...,xk, ) per y =0,1,2,..., uno dopo I'altro,
fermandosi al primo y tale che yg(x1,...,xt, y) = 1 e restituendo 1 come
output; chiaramente se yp(xy, ..., Xk, ¥) = 0 per ogni y € Nla procedura non
si ferma, ma in questo caso g(xj,...,x;) = L e quindi I'algoritmo calcola
proprio la funzione g.
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(¢ = d) Supponiamo che A = dom(g) con g ricorsiva parziale. Allora
possiamo definire la funzione f :N — N¥ U {1} tale che, per ogni n € N,

hin) = { (X1,...,x,)  sen=I[xy,...,xxl e g(xy,...,xx) #L
(n) = . .
1 altrimenti

La funzione h é ricorsiva parziale perché esiste un programma P che su
ogniinput n € N calcola h(n). Tale programma determinaivalori xj, ..., X €
N tali che n = [x1,...,x¢], e poi calcola il valore g(x;,...,x;). Se quest'ul-
timo calcolo termina allora g(x;,...,x;) # L e il programma P restituisce
proprio la stessa k-pla (x1,..., x¢); se invece non termina anche P non ter-
mina e infatti il valore di h(n) € proprio L. Inoltre & facile verificare che
A= h(N).

(d = a) Assumendo la proprieta d, se h(n) = L per ogni n allora A= @
e la a & soddisfatta. In caso contrario esiste una k-pla a € A e inoltre pos-
siamo considerare un programma RAM P che, su ogni input i € N, calcola
h(i). Definiamo allora la funzione f:N — NF tale che, perognineN,

(x1,...,x;) sen=][i,m]il programma P suinput i termina entro m passi,

fn)= e restituisce (x1,..., x¢)
a altrimenti.

Chiaramente f éricorsivae f(N) = A. |
Esercizi

1. Assumendo che {¢;};en sia un qualunque s.p.a., verificare se i seguenti
insiemi sono ricorsivamente numerabili:

A={ieN:¢;2) =3}, B={ieN:¢;2)# L},
C={ieN:$;(2) =1}, D={ieN:pa(i) # L}

Cosa possiamo dire dei loro complementari?

2. Sia f :N — N una funzione ricorsiva totale e, per un qualunque s.p.a.
{¢i}ien, considera I'insieme C(f) = {i € N: ¢; = f}. Dimostrare che T <
C(f). Linsieme C(f) € ricorsivamente numerabile? E ricorsivo?

3. Continuando 'esercizio precedente, sia g : N — NuU {1} una funzione
ricorsiva non totale. E ancora vero che T < C (g)2

1.13 1l teorema di Rice

Introduciamo ora uno strumento classico per provare che un insieme non
e ricorsivo. Si tratta del noto teorema di Rice che intuitivamente afferma
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che le proprieta semantiche dei programmi (cioe le proprieta delle funzio-
ni calcolate) non possono essere verificate automaticamente. Di questo
teorema esiste una versione anche per gli insiemi ricorsivamente numera-
bili che fornisce in maniera analoga uno strumento generale per dimostra-
re che un insieme non é r.n..

Ricordiamo innanzitutto che un insieme A < N rispetta le funzioni per
un dato s.p.a. {¢p;}ien se, perognii € Aeogni j €N, ¢; = ¢; implica j € A.

Per esempio, i seguenti insiemi rispettano le funzioni:

{ieN:¢;(x) #LVxeN}, {ieN:3xtaleche¢p;(x)# L}, (1.11)
{ieN:¢;(1)=2}, {ieN:¢;einiettiva} (1.12)

E facile immaginare che non tutti gli insiemi rispettano le funzioni. Un
esempio notevole e dato dalla seguente proposizione.

Proposizione 1.13.1. Perognis.p.a. {¢;}ien Uinsieme K = {i e N: ¢p; (i) # L}
non rispetta le funzioni.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che esiste un indice t € N tale
che

1 set=x
Pel) = { 1 altrimenti (1.13)
Infatti, possiamo considerare la funzione f:N? — N U {1} tale che
L |1 sex=i
foed _{ 1 altrimenti

Chiaramente f € ricorsiva (parziale) e quindi esiste e € N tale che f = ¢, e
per il teorema S}, per ogni x,i € N, abbiamo

Pe(x,1) = (pS}(e,i) (x)

Poiché la funzione S i (e, x) nella variabile x e ricorsiva totale, applicando il
teorema di ricorsione sappiamo che esiste un indice ¢ € N tale che

$e(xX) = bgi (e, (X) (VxeN)
Allora, per ogni x € N possiamo scrivere
G1(X) = Pgi e, (X) = Pelt, ) = f(x, 1)

e questo prova la relazione (1.13).
Di conseguenza t € K, ma per ogni i # ¢ tale che ¢; = ¢, abbiamo
¢;(i) = L equindi i ¢ K. Questo prova che K non rispetta le funzioni. O
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Si puo dimostrare che gli unici insiemi ricorsivi che rispettano le fun-
zioni sono @ e N.

Teorema 1.13.2. (di Rice) Sia A <N un insieme che rispetta le funzioni per
una qualunque s.p.a. {(p;}ien. Allora A é ricorsivo se e solo se A= @ oppure
A=N.

Dimostrazione. In un senso 'implicazione & ovvia perché @ e N sono
ricorsivi. Dimostriamo viceversa che ogni insieme ricorsivo A < N che ri-
spetta le funzioni per un qualunque s.p.a. {¢;};en, coincide con @ oppure
con N. Per assurdo supponi infatti che ci sia un elemento i € A e un ele-
mento j ¢ A. Allora possiamo definire la funzione f : N — N tale che, per
ogni x €N,

| J sexeA
f _{ i altrimenti

Nota che f éricorsiva e che, per ogni x € N,
XeA = f(x)¢A (1.14)

Ora, per il teorema di ricorsione sappiamo che esiste ¢ € N tale che ¢; =
¢ e, poiché Arispetta le funzioni, abbiamo che ¢ € A se e solo se f (1) €
A, ma questo contraddice la relazione (1.14). |

Come conseguenza del teorema precedente € immediato verificare che
gli insiemi definiti in (1.11) e (1.12) non sono ricorsivi.

Un analogo del teorema di Rice puo essere formulato anche per gli
insiemi multidimensionali.

Diciamo che un insieme A < N¥ rispetta le funzioni per un dato s.p.a.
{¢itien se, per ogni (iy,...,ix) € A e ogni (j,..., ji) € NF tale che bi, = ¢j,
perogni t =1,...,k, anche (j,..., ji) appartiene ad A.

Teorema 1.13.3. Sia A < N* un insieme che rispetta le funzioni per una
qualunque s.p.a. {¢p;}ien. Allora A é ricorsivo se e solo se A= @ oppure A =
NE.

Per la dimostrazione si puo vedere [15].
Come conseguenza del teorema precedente ¢ facile dedurre che i se-
guenti insiemi non sono ricorsivi:

G, NeEN g =i}, 10, 7,0 N1 (x) + ¢ (x) = pr(x) Vx e N}
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Intuitivamente possiamo quindi affermare che quasi tutti gli insiemi
che rispettano le funzioni non sono ricorsivi. E naturale ora chiedersi se
la stessa proprieta vale per gli insiemi ricorsivamente numerabili. In ge-
nerale, la risposta a questa domanda e negativa: per esempio, gli insiemi
{ieN:¢;(0)=1}e{i eN:¢;(x) # L Vx € N} rispettano le funzioni, ma il
primo ¢ r.n., mentre il secondo no.

Il seguente teorema fornisce alcune condizioni affinché un insieme che
rispetta le funzioni non sia ricorsivamente numerabile.

Teorema 1.13.4. Sia A <N un insieme che rispetta le funzioni per una qua-
lunques.p.a. {¢;}ien; siano inoltreé en due funzioni daN inNU{_L} ricorsive
(parziali) tali che:

D{ieN:¢p; =& S A,

2){ieN:¢p; =n}c A,

3) n e un’estensione di &, ovvero ¢ (x) = n(x) per ogni x € dom(¢).
Allora A non é ricorsivamente numerabile.

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema costruiamo una riduzione da
K°®=1{ieN:¢;(i) = L} ad A. Poiché K° non é r.n. questo implica che anche
A non é ricorsivamente numerabile.

Considera la funzione g : N? — N U {1} definita da

() se¢i(i)=1

. . 2
n(j) altrimenti (V(i, j) eN)

gt -
Si dimostra che g e ricorsiva parziale. Infatti, consideriamo i tre program-
mi P, P; e Py che calcolano rispettivamente le funzioni ¢, (i, i), {(j) e n(j).
Definiamo un nuovo programma Py che su input (i, j) attiva in parallelo le
procedure P e P; rispettivamente su input i e j. Se P; termina la compu-
tazione prima di P allora Py restituisce il suo risultato e si ferma. Se invece
termina prima P allora Pg arresta la computazione di P¢ e attiva il pro-
gramma Py, su input j e restituisce il suo (eventuale) risultato. Nota che se
entrambe le computazioni di P e P; non terminano anche Pg non termina
eil valore L e proprio quello di g(i, j) in questo caso.
Quindi la funzione g e ricorsiva parziale, per cui esiste un indice e € N
tale che ¢.(j,i) = g(i, j). Per il teorema S% sappiamo che, per ogni i, j €N,

(PE(j’l'):(PS}(e,i)(j) (= g(i,j))

Questo significache perognii €N, ®sle,iy = ¢ se¢i(i) = L, mentre g, ;) =
1 se ¢;(i) # L. Per le proprieta 1) e 2) questo implica che

Si(e,)eA < ¢i(i)=1 < ieK®
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Poiché S i (e, i) € una funzione ricorsiva totale nella variabile i questo prova
che K¢ < A. O

Applicando il teorema precedente é facile verificare che i seguenti in-
siemi non sono ricorsivamente numerabili:

{ieN:¢p;(x)=LVxeN}, {ieN:dom(¢p;)eéfinito}, {ieN:2¢¢p;N)}

Esercizio
Assumendo che {¢;};en sia un qualunque s.p.a., verificare se i seguenti in-
siemi sono ricorsivi o ricorsivamente numerabili:
A={ieN:ae®;(N)}, con acN fissato
B={ieN:a¢ ¢;(N)}, con aeN fissato
C={ieN:JaeN¢p;(a) =1},
D={ieN:¢;(x)=LVxeN},
E={ieN:JaeN¢;(a) # 1},
F={ieN:¢;(x) = f(x) VxeN}, dove f & una funzione ricorsiva parziale non totale,
G={ieN:¢; # f}, dove f ¢ una funzione ricorsiva parziale non identicamente L,

H={ieN:¢;x)=f(x) VxeN}, dove f & una funzione ricorsiva totale.

1.14 Insiemicompleti

Intuitivamente gli insiemi completi rappresentano la famiglia di insiemi
piu difficili da riconoscere tra tutti gli insiemi r.n.. Formalmente un insie-
me B < N si dice completo se B € r.n. e per ogni insieme A < N ricorsiva-
mente numerabile vale A < B.

Proposizione 1.14.1. Perognis.p.a. {¢pi}ien Uinsieme K = {i e N: ¢; (i) # L}
e completo.

Dimostrazione. Poiché K = dom(¢,(i,i)) € chiaro che K e rn.. Co-
struiamo allora una riduzione da un qualunque insieme ricorsivamente
numerabile A <N/ all’insieme K. Sia g:N— N/ ricorsiva (totale) tale che
A= g(N). Definiamo la funzione f:N/*! — NuU {1} tale che, per ogni x € N
e ogni ye N/,
1 seyeA
foop) _{ 1 altrimenti

Chiaramente f(x, y) = 1 se e solo se esiste z € N tale che g(z) = y. Questo
implica che f e ricorsiva (parziale) perché possiamo definire un program-
ma che su input x, y calcola g(z) per z=0,1,2... e si ferma al primo z tale
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che g(z) = y, restituendo il valore 1. Allora esiste e € N tale che ¢, = f e,
per il teorema S} possiamo scrivere

Psieyp ) =Pe(x,))=flx,y)  (VxeNye NY)

Ne segue che ¢g, ) € uguale alla funzione identicamente 1 se e solo se
ie,
y € Aequesto implica

Sile,y)eK = (ps}(e’y)(s}(e,y)) £1 = (ps}_(e’y)(S}-(e,y)) =1 yeA (VyeN/)
cioe A<K. O

Esercizio
Assumendo che {¢;};cn sia un qualunque s.p.a., definiamo A= {i e N: ¢; (2) =
3}. Verificare se I'insieme A & completo.



Capitolo 2

Complessita sequenziale

Questo capitolo e dedicato allo studio della complessita dei problemi de-
cidibili, e pit1 precisamente all’analisi e alla classificazione di questi pro-
blemi sulla base della quantita di risorse utilizzate dagli algoritmi che li
risolvono. In questa sede assumiamo modelli di calcolo sequenziali, dotati
cioe di una sola unita di computazione in grado di eseguire una operazione
alla volta, per i quali le tradizionali risorse sono quelle del tempo di calcolo
e dello spazio di memoria. Segnaliamo che ¢ possibile svolgere un’analisi
simile basata invece su modelli di calcolo parallelo, dotati cioé di unita in
grado di svolgere pili operazioni contemporaneamente. Un esempio tipico
e quello delle famiglie di circuiti Booleani [19, 5, 2].

Il modello di calcolo principale che utilizziamo in questo capitolo e
quello della macchina di Turing, che permette una facile e naturale defi-
nizione del tempo di calcolo e dello spazio di memoria. Anticipiamo fin
da subito che le macchine di Turing formano effettivamente un Sistema
di Programmazione Accettabile, secondo la definizione data nel capitolo
precedente, e possono quindi rappresentare pienamente una formalizza-
zione della nozione di algoritmo. Per introdurre questo modello & naturale
ricordare preliminarmente le proprieta generali di linguaggi formali, l1a no-
zione di grammatica e di automa a stati finiti che consentono di collocare
e confrontare fra di loro le nozioni successive.

Tra gli obiettivi principali di questo capitolo citiamo i problemi NP-
completi e il teorema di Cook per quanto riguarda la complessita in tem-
po, il teorema di Savitch e quello di Immerman-Szelepscényi per quella in
spazio. Anche questo materiale & ormai classico e consolidato, ulteriori
sviluppi e approfondimenti si trovano per esempio in [14, 16, 13, 2].
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2.1 Generalita sui linguaggi formali

Un alfabeto € un insieme finito non vuoto di simboli che chiameremo an-
che lettere. Una parola (o stringa) su un alfabeto X ¢ una concatenazione
finita (o un allineamento finito) di elementi di £ eventualmente ripetuti.
Tra tutte le parole comprendiamo anche la parola vuota £ che non contie-
ne simboli. Si denota con X* I'insieme di tutte le parole su X, mentre con
>* si rappresenta la famiglia di tutte le stringhe esclusa la parola vuota:
>* =X* — {¢}. Tra parole si definisce la tradizionale operazione di concate-
nazione: per ogni x, y € X* la stringa x- y € quella che si ottiene concatenan-
do x e y e che denoteremo pili semplicemente mediante xy. In particolare
assumiamo che per ogni x € X%, x-& = £- x = x. Quindi - € un'operazione
associativa (in generale non commutativa) e € € la sua unita. Di conse-
guenza l'insieme Z* dotato dell’operazione - forma un monoide, chiamato
monoide libero su X.

Per ogni parola x € £* la lunghezza di x, denotata | x|, & il numero di oc-
correnze di simboli di 2 in x mentre, per ognilettera a € %, | x|, rappresenta
il numero di occorrenze di a in x. Chiaramente |¢| = 0. Chiamiamo inoltre
fattore di x una stringa z € X* tale che x = yzw per qualche y,w € Z*. Se
invece x = yw per qualche y, w € * diremo allora che y e w sono rispetti-
vamente prefisso e suffisso di x; in particolare, € e x sono sempre prefissi e
suffissi dello stesso x. Osserva che il numero di prefissi (e di suffissi) di x e
sempre 1+ |x|.

Un linguaggio € un insieme di parole definite su un dato alfabeto. Fis-
sato quindi un alfabeto X un linguaggio & un insieme L < X*. Linsieme di
tutti i linguaggi su X sara denotato da P(X*). Si possono inoltre conside-
rare le tradizionali operazioni insiemistiche sui linguaggi: per ogni A, B €
P(X*), denotiamo con AUB, AnB1'unione el’intersezione di A e B mentre
A ={xeX* | x¢ A} il complemento di A. Inoltre, per ogni insieme finito
A< X*, A denota la cardinalita di A cioe il numero dei suoi elementi.

Altre operazioni classiche sui linguaggi sono date dal prodotto e dalla
chiusura di Kleene. Per ogni A, B € P(X*), poniamo

A-B={xeX*|x=yw,ye A,we B}
A'=1{e}, A"=A-A"' per ogni neN

+00 +00
A* — U An, A+ — U An
n=0 n=1
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Qui 'operazione - denota il prodotto tra linguaggi mentre I'operazione * &
chiamata chiusura di Kleene. Nota che in generale il prodotto di linguaggi
non ¢ commutativo. Osserviamo infine che P(Z*) dotato delle operazioni
U e -, insieme alle unita ¢ e {¢}, forma un semianello.

Le operazioni U, -, * sono chiamate operazioni razionali.

2.2 Grammatiche

Le grammatiche sono sistemi formali che permettono la definizione di lin-
guaggi e descrivono un metodo preciso per generare i loro elementi. Esse
permettono di rappresentare un linguaggio, che in generale puo possedere
infiniti elementi, mediante una quantita finita di informazione.

Definizione 2.2.1. Una grammatica é una quartupla G = (V,Z,S, P) tale
che:

- V e Z sono alfabeti disgiunti i cui elementi sono chiamati rispettiva-
mente variabili e simboli terminali;

- S € V é chiamato simbolo iniziale;

- P é un insieme finito di stringhe dette produzioni della forma a — ,
doveac (VUX)"efe(VuI)*.

Datauna grammatica G = (V, Z, S, P) possiamo definire larelazione =¢
di derivazione in un passo (denotata anche da = se G ¢ sottintesa): per
ognix,ye (VuX)*

X = y se esistono a, B,v,6 € (VUZ)" tali che
x=yad,y=ypoe (a — P)eP

Analogamente possiamo definire la relazione =, di derivazione in piu pas-
si (denotata anche con =*) come la chiususra riflessiva e transitiva di =¢:
per ogni x,y € (VUZX)*, x = y se x = y oppure esistono X, x1,..., X, €
(VuX)* tali che

X=X0=>GX1=>G " Xn-1=>GXn=Y)Y

11 linguaggio generato dalla grammatica G = (V,Z, S, P) & l'insieme L(G) <
>* delle stringhe di simboli terminali derivabili dal simbolo iniziale S, ov-
vero

LG ={xeX*|S=>;x}
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Nel seguito rappresenteremo solitamente i simboli terminali di una gram-
matica mediante le lettere minuscole all’inizio dell’alfabeto (a, b, c, ...), men-
tre invece useremo le lettere maiuscole iniziali (A4, B, C,...) per denotare le
variabili. Useremo le lettere minuscole finali (x, y, z,...) per le parole di
simboli terminali e le lettere dell’alfabeto greco («, B,7,...) per le parole
composte da simboli sia da variabili che da simboli terminali (appartenenti
cioca (VuX)™).

Esempi 2.2.1.

1. 1llinguaggio L ={a"b" | ne N} = {¢,ab, aabb, aaabbb,...} e generato
dalla grammatica G = ({S}, S,{a, b},{S — aSh,S — €}).

2. Il linguaggio L = {ab}* = {¢,ab,abab, ababab,...} & generato dalla
grammatica di produzioni A— abA, A— ¢.

3. 1l linguaggio L = {x € {a, b}* | x non contiene due a consecutive} e ge-
nerato dalla grammatica di produzioni S — aB, S — bS, S — ¢, B —
bS, B — €.

4. Il linguaggio L = {a"b"c" | n € N} e generato dalla grammatica di
produzioni

S— aSBC,S—¢,CB— BC,aB — ab,bB — bb,bC — bc,cC — cc

5. 1l linguaggio L < {(,))}* ={£,0,00,(0),...} delle parentesi (,) corretta-
mente innestate e generato dalla grammatica di produzioni S — (S)S,
S—e.

Le grammatiche possono essere raggruppate in classi a seconda della
forma delle loro produzioni. Ciascuna classe di grammatiche definisce au-
tomaticamente la corrispondente famiglia dei linguaggi generati. Di con-
seguenza anche i linguaggi possono essere suddivisi in base al tipo di pro-
duzione che consente di generarne gli elementi. La classificazione che qui
ricordiamo e quella classica, chiamata gerarchia di Chomsky. Essa e forma-
tain prima istanza da quattro famiglie di grammatiche e quindi di linguag-
gi corrispondenti: le grammatiche di tipo 0, le grammatiche dipendenti da
contesto, quelle libere da contesto e le grammatiche regolari.

Una grammatica di tipo 0 & una grammatica generica, priva di vincoli
particolari; la sua definizione coincide quindi con quella data all’inizio di
questa sezione. Un linguaggio di tipo 0 € quindi un linguaggio generato da
una grammatica qualsiasi. E chiaro che ogni grammatica G defisce auto-
maticamente una procedura per elencare gli elementi di L(G). Per questo
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motivo i linguaggi di tipo 0 sono anche detti linguaggi ricorsivamente nu-
merabili. Le proprieta di questi linguaggi sono analoghe a quelle dei sot-
toinsiemi di N ricorsivamente numerabili, presentati nella sezione 1.12. Si
puo anzi dimostrare, mediante una opportuna corrispondenza biunivoca
(calcolabile), che ogni linguaggio ricorsivamente numerabile definito su
un dato alfabeto puo essere trasformato in un sottoinsieme di N ricorsiva-
mente numerabile, e viceversa. Anche in questo caso quindi, come per gli
insiemi di numeri naturali, si pud dimostrare che esistono linguaggi che
non sono ricorsivamente numerabili. Inoltre, intuitivamente, € chiaro che
un linguaggio € ricorsivamente numerabile se e solo se esiste una proce-
dura, definita in un qualunque linguaggio di programmazione, che stampa
tutti i suoi elementi.

Una grammatica di tipo 1 o dipendente dal contesto & una gramma-
tica G = (V, %, S, P) nella quale ogni produzione ¢ della forma ¢ —  do-
ve |a| = |Bl. Un linguaggio ¢ detto dipendente da contesto se € generato
da una grammatica di tipo 1. Modificando opportunamente le grammati-
che presentate nell'Esempio 2.2.1 & facile verificare che i seguenti linguag-
gi sono dipendenti da contesto: {a"b" | n € N,n > 0}, {ab}", {x € {a, b}* |
x non contiene due a consecutive}, {a"b"c" | ne N, n > 0}.

Una grammatica di tipo 2 o libera da contesto (context-free) € una gram-
matica G = (V, %, S, P) nella quale ogni produzione in P ¢ della forma A —
dove Ae V e B # €. Un linguaggio si dice libero da contesto (o di tipo 2) se
é generato da una grammatica libera da contesto. Per esempio, i linguaggi
{ab}*, {x € {a,b}" | x non contiene due a consecutive} e {a"b" | ne N, n >
0} sono liberi da contesto.

Come ulteriore esempio considera la grammatica ({4, B, S},{a, b}, S, P)
nella quale

P={§—aB,S—bA/A—a A—aS,A— DbAAB— b,B— bS,B— aBB}

E facile verificare che tale grammatica genera il linguaggio {x € {a, b} |
|x|4 = 1x]p} che risulta quindi libero da contesto.

Infine, una grammatica di tipo 3 o regolare € una grammatica G = (V, Z, S, P)
nella quale ogni produzione in P ¢ della forma A — a oppure A — aB, dove
A,BeV eacZ. Unlinguaggio si dice regolare se & generato da una gram-
maticaregolare. Come esempio considerala grammatica ({4, B, S},{a, b}, S, P)
nella quale P ={S — aA,A— bC,C — a,C — b,C — aC,C — bC}, che ge-
nera il linguaggio ab{a, b}* = {abx | x € {a, b}*}. Inoltre, & facile verificare
che ancheilinguaggi {ab}" e {x € {a, b}* | x non contiene due a consecutive}
considerati sopra sono regolari.
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Dalle definizioni precedenti & chiaro che ogni grammatica regolare &
anche libera da contesto e ogni grammatica libera da contesto & a sua volta
dipendente da contesto. Cosi la famiglia dei linguaggi regolari € inclusa in
quella dei linguaggi liberi da contesto e quest’ultima & contenuta nell’in-
sieme dei linguaggi dipendenti da contesto. Si puo dimostrare che tutte
queste inclusioni sono strette:

Linguaggi regolari C Linguaggi liberi da contesto

C Linguaggi dipendenti da contesto ( C Linguaggi di tipo 0)

Osserviamo che per le definizioni precedenti un linguaggio contenen-
te la parola vuota € non puo essere generato da una grammatica dipen-
dente da contesto e quindi non pu0 essere di nessuno dei tre tipi. Poiché
vogliamo dare nozioni che siano indipendenti dalla presenza o meno di
una singola parola nel linguaggio, estendiamo le definizioni precedenti (di
grammatica dipendente da contesto, libera da contesto e regolare) permet-
tendo la presenza della produzione S — ¢, dove S & simbolo iniziale della
grammatica, ammesso pero che S non appaia nella parte destra di alcuna
produzione. In questo caso quindi S puo essere usata solo all’inizio di ogni
derivazione. Osserviamo, per inciso, che ogni grammatica di tipo 1 (ripet-
tivamente di tipo 2 o 3) puo essere trasformata in una grammatica equiva-
lente (cioe che genera lo stesso linguaggio) dello stesso tipo, nella quale il
simbolo iniziale non compare nella parte destra di alcuna produzione.

Cosi diciamo che una grammatica G = (V, Z, S, P) & dipendente da con-
testo se ogni produzione & della forma a — §, dove |a| < |B|, oppure & la
produzione S — € e in questo caso S non appare nella parte destra di alcu-
na produzione. Le definizioni di grammatica libera da contesto e di gram-
matica regolare possono essere estese nello stesso modo. Le predendenti
proprieta di inclusione tra famiglie di linguaggi (e di grammatiche) restano
valide anche con la nuova definizione. Inoltre si puo dimostrare che se un
linguaggio L e dipendente da contesto, libero da contesto o regolare, allora
anche LU {e} e L — {€} sono rispettivamente dipendenti da contesto, liberi
da contesto o regolari.

Di conseguenza, i linguaggi {a"b"c" | n e N}, {x € {a,b}* | |x|4 = |x|p} €

{ab}* sono ora, rispettivamente, dipendente da contesto, libero da conte-
sto e regolare.
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2.3 Automi a stati finiti

Nella sezione precedente abbiamo visto come un linguaggio contenente
potenzialmente un numero infinito di elementi, possa essere rappresenta-
to da una grammatica, ovvero da un sistema formale, descritto mediante
una quantita finita di informazione, in grado di generare tutte e sole le pa-
role del linguaggio. Un altro modo per rappresentare un linguaggio L su
un dato alfabeto X & quello di definire una macchina formale in grado di
leggere una qualunque parola in X* e di verificare, in un numero finito di
passi se tale parola appartiene a L. Un automa a stati finiti € un modello
di questo tipo particolarmente semplice. Esso e dotato di uno stato inter-
no che puo assumere un numero finito di valori, tra i quali vi sono lo stato
iniziale e un sottoinsieme di stati finali, e da un nastro di ingresso conte-
nente una stringa di input, formata da simboli di . La macchina legge i
simboli della stringa di input uno dopo l'altro mediante una testina di let-
tura che scandisce una lettera alla volta e si muove sempre verso destra.
Inizialmente I'automa si trova nello stato iniziale e legge il primo simbolo
della stringa di input. Ad ogni passo, a seconda del simbolo letto e dello
stato corrente la macchina cambia stato e muove la testina di una posizio-
ne verso destra leggendo il simbolo successivo. Se lo stato raggiunto dopo
aver letto l'ultimo simbolo di ingresso € uno stato finale diciamo che I'au-
toma accetta la stringa di input, altrimenti si dice che 'automa rifiuta la
stringa. Il linguaggio riconosciuto dall’automa & 'insieme delle stringhe
accettate.

Formalmente, fissato un alfabeto X, un automa a stati finiti (per bre-
vita, automa s.f.) € una quartupla «f = (Q, go,6, F) nella quale Q & un in-
sieme finito di stati, qo € Q € lo stato iniziale, § : Q x £ — Q & un funzione
detta funzione di transizione e F < Q é la famiglia degli stati finali. Tale au-
toma sara anche chiamato deterministico per distinguerlo dalla versione
non deterministica che definiremo in seguito.

La funzione transizione puo essere estesa all'insieme Q x £* ponendo,
perogni ge Q,ogniacXeognixeX”,

0(q,e)=q, 0(q,ax)=006(q,a),x)

In questo modo, per ogni g € Q e ogni x € X*, §(q, x) appartiene a Q e rap-
presenta lo stato raggiunto dall’automa leggendo l'input x a partire dallo
stato g. Diciamo che una parola x € X* & accettata da </ se d(qo,x) € F.
1l linguaggio riconosciuto dall’automa, tradizionalmente denotato L(</), €
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definito come l'insieme delle parole accettate da <, ovvero
L(ef) ={xe€ X" |8(qo,x) € F}

Un automa a stati finiti o/ = (Q, g, 6, F) sull’alfabeto X puo essere de-
scritto mediante un grafo orientato con lati etichettati da lettere di Z, nel
quale Q é l'insieme dei vertici e per ogni g,p € Q esiste unarcoda g a p
etichettato da una lettera a se e solo se (g, a) = p. Inoltre lo stato iniziale
go € marcato con una freccia entrante mentre ogni stato finale ¢ denotato
da un doppio cerchio. Per esempio, il seguente automa sull’alfabeto {a, b}
riconosce il linguaggio L ={x € X* | | x|, € pari, | x|, & dispari}:

Om—c

Un altro esempio € dato dal seguente automa a stati finiti che ricono-
sce il linguaggio di tutte le parole dell’alfabeto {a, b, c} contenenti il fattore
abac, cioe

L={a,b,c}*abacla,b,c}* ={xela,b,c}* |Ju,veia b,c}* : x=uabacv}

b,c a a a,b,c
o000
¢ b
b, c

Un altro modello classico di riconoscitore di linguaggi e dato dagli au-
tomi a stati finiti non deterministici. Questi forniscono un esempio ele-
mentare di macchina non deterministica, nella quale ad ogni passo non vi
€ un’unica possibile mossa, ma la macchina puo scegliere la nuova con-
figurazione in un dato insieme finito di possibili configurazioni. La defi-
nizione che introduciamo é simile alla precedente, la differenza principa-
le € data dalla funzione transizione che in questo caso associa allo stato
corrente e al simbolo letto un insieme di stati.
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Un automa a stati finiti non deterministico su un alfabeto X € una quar-
tupla o/ = (Q, qo,6, F) nella quale Q, go e F sono definiti come nel caso de-
terministico, mentre § & una funzione §: Q x X — 29 (dove 29 & I'insieme
delle parti di Q). Intuitivamente, perogni g€ Qe a€ X, se 6(g, a) = ¢ allora
I'automa leggendo il simbolo a nello stato g non compie alcuna mossa e
si ferma (I'input in questo caso viene comunque rifiutato), se (g, a) con-
tiene un solo stato p la macchina entra nello stato p come nel caso deter-
ministico, se invece §(q, a) contiene piu di un elemento allora la macchina
sceglie tra questi lo stato in cui entrare; in questo modo, per ogni strin-
ga di input abbiamo una famiglia di computazioni, una per ogni possibile
sequenza di scelte compiute dalla macchina sull’'input dato. La stringa vie-
ne accettata se tra tutte queste computazioni ne abbiamo almeno una che
termina in uno stato finale.

Formalmente possiamo estendere la funzione 6 all'insieme Q x X*, po-
nendo perognige Q,ac X, xeX*

5(g,9)={q}, b(gan= |J bpx
ped(q,a)

Cosi, 6 (g, x) costituisce I'insieme degli stati raggiungibili dall’automa a par-
tire dallo stato g leggendo la stringa x. Il linguaggio riconosciuto dall’au-
toma & & quindi definito da

L(f) ={x€X" |5(qo, x) N F # @}

Per esempio, nel seguente automa abbiamo 6 (0, abab) = {0,2} e il linguag-
gio riconosciuto € nuovamente dato dalle parole sull’alfabeto {a, b, c} che
contengono il fattore abac.

a,b,c ab,c

Foroo o0

Si puo dimostrare facilmente che i due modelli di automa sopra defi-
niti riconoscono la stessa famiglia di linguaggi. Inoltre, quest’ultima coin-
cide proprio con l'insieme dei linguaggi regolari introdotti nella sezione
precedente.

N

Proposizione 2.3.1. Un linguaggio L < X* e riconosciuto da un automa a
stati finiti deterministico se e solo se L é riconosciuto da un automa a stati
finiti non deterministico.
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Dimostrazione. Inun senso 'implicazione e ovvia perché ogni automa s.f.
deterministico & di fatto un automa s.f. non deterministico.

Supponiamo ora che un linguaggio L < £* sia riconosciuto da un au-
toma s.f. non deterministico «f = (Q, qo,0,F). Definiamo allora I'auto-
ma s.f. determistico B = (29,{qo},8',F'), dove F' = {X S Q| XNnF # ¢} e
6'(X,a) = Upex 0(p, a) per ogni X € 2@ e ogni a € 2. E facile verificare che
una qualunque stringa x € £* appartiene a L(</) se e solo se §'({qo}, x) € F’
e quindi L(«f) = L(98).

Nota che in generale il numero degli stati dell’automa deterministi-
co % e esponenziale rispetto a quello di «/. Quindi, un automa non de-
terministico puo essere simulato da uno deterministico ma al prezzo di
aumentare considerevolmente il numero degli stati. O

Proposizione 2.3.2. Un linguaggio L e regolare se e solo se L e riconosciuto
da un automa a stati finiti.

Dimostrazione. Sia L < Z* un linguaggio regolare e costruiamo un auto-
ma s.f. non deterministico & che riconosce L. Considera una grammatica
regolare G = (V, X, S, P) che genera L. P contiene solo produzioni del tipo
A— ae A— aB, tranne al piu la produzione S — ¢ (nel qual caso S non ap-
pare nella parte destra di alcuna produzione in P). Definiamo allora l’auto-
ma non deterministico & su X, &« = (Q, qo,9, F), tale che Q =V U {qr} con
q¢ nuovo simbolo non incluso in V, go = S, e F = {S, qr} se € € L mentre
F= {qf} se € ¢ L; inoltre, perogniae X eognigeV,

{peV|(g— ap)eP} se(q—a)¢P

6(q,a) = { [peVI(g—ap)ePtuiqs} altrimenti

mentre 6(qr, a) = @.

Per dimostrare che L coincide con il linguaggio riconosciuto da «f, con-
sidera una parola x € Z* generabile in G, cioé S =, x. La successione delle
produzioni usate nella derivazione corrisponde ai passi di computazione
dell’automa e siccome 'ultima produzione applicata & della forma (g — a)
abbiamo che g re€ 6(qgo, x), per cui x é riconosciuta dall’automa «/. Vicer-
versa, se ¢r € 6(qo, x) allora la stessa sequenza di stati definita dalla com-
putazione di & su x determina univocamente una derivazione di x nella
grammatica, ovvero S =, x e di conseguenza x € L. La stessa proprieta
vale per la parola vuota €, cioe (S—¢€) e Pseesolose gy € F,percuie € L
se e solo se € & accettato da «/. Di conseguenza L coincide proprio con il
linguaggio riconosciuto dall’automa.
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Per dimostrare 'implicazione nel senso opposto, considera un linguag-
gio L < X* riconosciuto da un automa s.f. «f = (Q, qo,6,F). Per la pro-
posizione precedente possiamo supporre che &/ sia deterministico. Vo-
gliamo costruire una grammatica regolare che genera L. A questo scopo,
supponiamo che ¢ ¢ L e definiamo la grammatica G = (Q, Z, gy, P) tale che

P={g—aplbé(qg,a)=ptuig—aldpeF : b6(q,a)=p}

E chiaro che la grammatica G & regolare e si dimostra facilmente che il lin-
guaggio generato da G coincide con L. Se invece € € L basta modificare la
grammatica G aggiungendo alle variabili un nuovo simbolo iniziale S (non
presente in Q), dotato delle stesse produzioni uscenti da ¢gg e in piu del-
la produzione S — €. Anche in questo caso si prova che L coincide con il
linguaggio generato da G. O

Esercizio
Dimostrare che 'unione, l'intersezione e il complemento di linguaggi rego-
lari sono ancora regolari. In questo modo la famiglia dei linguaggi regolari
su un dato alfabeto forma un’algebra di Boole.

Illustriamo ora un’altra proprieta dei linguaggi regolari chiamata Lem-
ma di iterazione che fornisce sostanzialmente una condizione necessaria
affinché un linguaggio sia regolare. Questa condizione puo essere utilizza-
ta per provare che un linguaggio non € regolare, ovvero che non esiste un
automa a stati finiti in grado di riconoscerlo, né una grammatica regolare
in grado di generarlo.

N

Proposizione 2.3.3. Se L < X* ¢ un linguaggio regolare allora esiste un inte-
ron > 0 tale che, per ogni x € L di lunghezza maggiore di n esistono u, v, w €
>* che soddisfano le seguenti condizioni: x = uvw, |luv|<n,|v|=1, uvkwe
L per ogni k € N.

Dimostrazione. Poiché L é regolare consideriamo un automa s.f. deter-
ministico & = (Q, qo,0, F) che riconosce L e sia n la cardinalita di Q. Ogni
parola x € L di lunghezza maggiore di n pu0 essere rappresentata nella
forma x = ayay---a,, con m > n e a; € X per tutti gli i. Possiamo inoltre
considerare la computazione di & su input x e denotare con qo, g1,---, Gm
la sequenza degli stati nei quali 'automa entra leggendo una dopo I'altra le
lettere di x, compreso lo stato di partenza ¢g. Nota che g € lo stato iniziale
e qm € F. Poiché m > n esistono almeno due stati uguali che si ripetono
nella sequenza; siano allora i, j, 0 < i < j < m, i primi due indici tali che
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qi = q;. La stringa x puo allora essere decomposta nella forma uvw, con
u=ay--aj,V=dj1 - aj W= aj - ay (conla convenzione che u = ¢
se i =0, mentre w = € se j = m). E chiaro che |uv| < n perché gli stati
qo, --.,{qj-1 sono tutti distinti tra loro, |v| = 1 perché v non puo essere vuo-
ta e inoltre, per ogni k € N, uvfw appartiene a L perché su input uvfw
l'automa «f, partendo da g, arriva comunque allo stato finale g, (ripe-
tendo k volte il ciclo g;---q;). Le proprieta di x sono quindi tutte vere e

questo conclude la prova. O

Usando la proposizione precedente ¢ facile provare che il linguaggio
{a"b" | n € N} non & regolare.

Esercizio
Dimostrare che il linguaggio {x € {a, b}* | |x|4 = |x|}} non & regolare.

2.3.1 Linguaggi regolari e operazioni razionali

Concludiamo questa sezione ricordando una caratterizzazione rilevante
dei linguaggi regolari basata sulle operazioni razionali, nota come Teore-
ma di Kleene. Oltre a questo risultato, la teoria degli automi finiti contiene
molte altre proprieta computazionali e algoritmiche di notevole interesse
che in questa sede non possono essere presentate. Rimandiamo la loro
discussione alle opere piu specifiche [9, 14, 13].

Denotiamo anzitutto con Rat la piu piccola famiglia di linguaggi con-
tenente gli insiemi finiti di stringhe e chiusa rispetto alle operazioni di
unione, prodotto e chiusura di Kleene.

Teorema 2.3.4. La classeRat coincide con la famiglia dei linguaggi regolari.

Dimostrazione. Proviamo per prima cosa che ogni L appartenente a Rat
e regolare. Questo significa dimostrare che la famiglia dei linguaggi rego-
lari contiene gli insiemi finiti ed & chiusa rispetto alle operazioni razionali.
Proviamo anzitutto la chiusura rispetto all'unione.

Siano ) = (Q1,q1,01, F1) e &> = (Q2, q2,02, F») due automi a stati fi-
niti deterministici che riconoscono, rispettivamente, i linguaggi L; < X}
el, c Z;. Costruiamo l'automa s.f. </ che riconosce L; U L,. Osser-
va anzitutto che, se gli alfabeti Z; e Z, sono diversi, possiamo estende-
re gli automi «f) e o a tutte i simboli dell’alfabeto X = £; U Z,, introdu-
cendo un nuovo stato ¢ ¢ Q; U Q2 non finale, detto stato “trappola”, dal
quale non si potra uscire. Formalmente, definiamo 6;(q, a) = ¢ per ogni
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g€ Qi eogniacX,—2X, insieme ad;(t,b) =t per ogni b € . Cosi l'au-
toma (Qy U {t},q1,01, F1) € definito su tutto Z e riconosce ancora L;. Ana-
logamente possiamo operare su <, aggiungendo ¢ all'insieme di stati Q.
ed estendendo in maniera simmetrica la funzione §,. Definiamo allora
o = ((Qu{th) x (Q2u {1}, (q1,G2),6,F), dove F = (F1 x Q) U (Q; x F») e
6((g,p),a) = (61(g,a),02(p,a)) perogni a€ Z, ogni g € Q; U{t} eogni p e
Q2 U {t}. In pratica il nuovo automa, su ogni input x € £*, esegue in paral-
lelo le computazioni di <) e < sullo stesso input, accettando solo quan-
do uno dei due automi accetta. Di conseguenza <« riconosce proprio il
linguaggio L; U L,.

E facile inoltre costruire un automa s.f. deterministico che riconosce
unasolastringa w = wy w, - - - wy: basta fissare k+1 stati distinti qo, q1, - .., gk
e uno stato trappola ¢, ponendo ¢ stato iniziale, g unico stato finale, con
le transizioni 6(q;-1, w;) = q; per ogni i = 1,2...,k e mandando tutte le
altre transizioni in ¢ (dal quale non si puo uscire). L'automa cosi defini-
to riconosce chiaramente la sola stringa w. Applicando ora la proprieta
di chiusura rispetto all'unione (appena dimostrata), € immediato dedurre
che ogni linguaggio finito ¢ regolare.

Dimostriamo ora la chiusura rispetto al prodotto. Siano di nuovo <) =
(Q1,91,61,F1) e ebr = (Q2, 2,02, F>) due automi s.f. deterministici che ri-
conoscono, rispettivamente, i linguaggi L1 € 2] e L, < Z;. Senza perdita
di generalita possiamo supporre che Q; e Q; siano disgiunti e, ragionando
come nel caso precedente, entrambi gli automi siano definiti sul mede-
simo alfabeto X = X1 U Xy, per cui L; € X* e L, € X*. Costruiamo allora
un nuovo automa s.f. non deterministico «f = (Q; U Q2, 41,6, F), dove la
funzione transizione ¢ € definita nel modo seguente per ogni a € X:

{01(q, a)} seqeQ1—F
0(q,a) =4 {01(q,a),62(q2,a)} seqeF
{02(q, a)} se qe Qs

In questo modo 'automa & inizia ogni computazione simulando 'automa
<) e, trovandosi in uno stato finale g € F}, of sceglie in modo non deter-
ministico se proseguire la simulazione di «#; oppure iniziare a comportar-
si come <, eseguendo la transizione definita dallo stato g». Linsieme F
degli stati finali di «f sara inoltre dato da

| B se e Ly (cioe g2 € F)
| FfuF, altrimenti
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Lautoma «f riconosce chiaramente il prodotto L, - Ly, cioé I'insieme della
parole w € * tali che w = xy per qualche x € L; e qualche y € L,.

Proviamo ora che per ogni L < X* regolare anche L* & regolare. Sia
o = (Q, qo,6,F) un automa s.f. deterministico che riconosce L. Lidea e
quella di costruire un nuovo automa s.f. non deterministico che simula </
ma che, prima di entrare in uno stato finale g, sceglie in modo non de-
terministico se eseguire effettivamente la transizione in g oppure entrare
nello stato iniziale gp. Inoltre, per riconoscere la parola vuota, il nuovo
automa avra un nuovo stato iniziale py, non incluso in Q, che sara an-
che finale e si comportera come ¢qy. Formalmente, definiamo 'automa
P = (Qu{po}, po, T, FU{pe}), nel quale la funzione transizione 7 € data dalle
seguenti relazioni, per ogni a € X:

{6(q,a),q0} seb(q,a)eF
{0(q, a)} altrimenti

’

perognigeQ, 7(q,a) = {

{0(qo,a), qo} sed(qo,a) € F

7(po,a) = { 6(qo, @)} altrimenti

Si puo dimostrare direttamente che per ogni parola w € X*, w appartiene
a L* se e solo se & riconosce w. Ne segue che anche L* & regolare.

Proviamo ora che ogni linguaggio regolare appartiene a Rat, ovvero che
puo essere ricavato dagli insiemi finiti di stringhe usando le operazioni ra-
zionali (U, -, *). Sia L € X* un linguaggio regolare e sia « = (Q, 1,9, F) un
automa s.f. deterministico che riconosce L. Supponiamo che I'insieme de-
gli stati dell’automa sia Q = {q1, g2, ..., gx}. Allora, per ogni tripla di indici
i,j, kell,2,...,n}, possiamo definire I'insieme Rf. come la famiglia di tut-
te le parole in 2* che conducono I'automa dallo stato g; allo stato q; senza
passare per gli stati g, di indice ¢ > k. Formalmente, ogni Rfj & definito nel
modo seguente:

Rfj ={weX": 6(q;w)= q; e, per ogni prefisso y di w diverso da € e da w,
vale 6(q;,y)=qr = I<k}

Nota che i e j possono essere maggiori k e nello stesso tempo Rf. non
essere vuoto. Inoltre & chiaro che L = Ug;er R?j. Estendiamo quindi la

definizione dei linguaggi Rfj al caso k = 0 ponendo

RO _{ {aeX:0(qi,a)=q;} sei#j
7| {aex:6(gi,a)=qjlulel sei=j
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Allora, dalla stessa definizione appena data, si ottiene il seguente sistema
di uguaglianze, per tutti gli indici i, j, k€ {1,2,...,n}:

k _ pk-1 k-1  pk-1y% pk-1
Rij=R;; " U R (R ) Ry

Infatti, ogni parola w che appartiene a Rfj conduce l'automa da ¢; a q;
senza passare per lo stato gy (e allora appartiene a Rf].‘l), oppure passando
effettivamente per lo stato gy, e allora w & necessariamente della forma
Ww=Xxyzconxe Rfk’l, yE (R,’;zl)* ezEe R’,jjfl.

Questo significa che la famiglia di linguaggi {Rfj 1i,je{l,2,...,n}} puo
essere ottenuta dalla famiglia {Rfj‘1 :1,j€{1,2,...,n}} usando le operazio-
niy, -, *. Poiché R?j e finito per ogni i, j € {1,2,...,n}, possiamo conclu-

dere che tutti i linguaggi Rfj appartengono a Rat. Quindi, essendo L =
Ug,eF RI"j, anche L appartiene a Rat. a

2.4 Macchine di Turing deterministiche

Una macchina di Turing deterministica € un modello di calcolo generale
introdotto per formalizzare la nozione di algoritmo, in grado sia di ricono-
scere linguaggi sia di calcolare funzioni (parziali) da un monoide libero a
un altro.

Diamo innazitutto una descrizione discorsiva e informale di questo
modello. Esso & costituito essenzialmente da tre dispositivi:

¢ un nastro suddiviso in infinite celle, numerate e allineate verso de-
stra, ciascuna delle quali contiene un simbolo estratto da un alfabeto
di lavoro;

* una testina di lettura e scrittura che scandisce una cella del nastro
alla volta e puo spostarsi ad ogni mossa della macchina in una delle
due celle adiacenti, oppure rimanere ferma;

* un insieme finito di stati che rappresentano una condizione interna
della macchina. Come negli automi a stati finiti, in ogni momento
del calcolo la macchina puo trovarsi in un solo stato, detto anche
stato corrente.
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All'inizio di una computazione il modello si trova nella seguente configu-
razione: (i) la testina & collocata sulla prima cella del nastro; (ii) la mac-
china si trova in uno stato particolare, detto stato iniziale; (iii) una strin-
ga di input x = x;x,--- X, & inserita nelle prime n celle del nastro, dove
ogni simbolo x; appartiene a un alfabeto di input, mentre tutte le altre cel-
le contengono un simbolo speciale chiamato blank, che denotiamo con

p.

X1 X2 xn b b y

Macchina di Turing

A partire da questa configurazione la macchina puo eseguire una se-
quenza (eventualmente infinita) di mosse. Ogni mossa & univocamente
determinata dallo stato nel quale la macchina si trova e dal simbolo letto
dalla testina. A ogni mossa la macchina entra in un nuovo stato, stampa
un simbolo nella cella scandita dalla testina, cancellando il simbolo con-
tenuto in precedenza, e la testina si muove di una posizione verso destra o
verso sinistra, oppure rimane sulla stessa cella. Vi sono due stati partico-
lari, g5 e g5, nei quali la macchina si ferma e non esegue alcuna mossa. La
stringa di input & accettata se la macchina raggiunge lo stato g;; se invece
questa raggiunge lo stato g, la stringa di ingresso é rifiutata. Il linguaggio
accettato dalla macchina e costituito dall’insieme delle stringhe accettate.
Nota che una stringa x non appartiene al linguaggio accettato se la mac-
china, su input x, entra nello stato g, oppure non si ferma, eseguendo cosi
infinite mosse.

Formalmente una macchina di Turing deterministica (MdT nel segui-
to) € una sestupla

M =(Q,q0,T,%,6,1qs, gn})

nella quale:
1. Q e un insieme finito di stati;

2. qo € Q e lo stato iniziale;



Capitolo 2. Complessita sequenziale 81

3. I' e 'alfabeto di lavoro, che contiene tra i suoi elementi il simbolo 4,
detto blank;

4. X ¢ l'alfabeto di input (o di ingresso), ZcT'ma ¢ X (e quindi p €
I'-2);

5. 0 elafunzione transizione tale che

6 :(Q—1{gs qnh) xI' — Qx (' ={¥}) x{-1,0,1}

6. {gs,qn} < Q e l'insieme degli stati di arresto.

Per ogni g € Q—{qs, qn} e ogni a € T, il valore 6 (g, a) definisce la mossa
di M quando la macchina si trova nello stato g e la testina legge il simbolo
a: se 6(q,a) = (p, b, ¢) allora M entra nello stato p, stampa il simbolo b al
posto di a nella cella scandita dalla testina (nota che b & sempre diverso da
#) e sposta la testina di una posizione verso sinistra se £ = —1, verso destra
se ¢ = 1, mentre la lascia sulla stessa cella se ¢ = 0. Ribadiamo il fatto che
la macchina non pud mai stampare il blank, il quale a sua volta non fa
parte dei simboli di input. Si suppone inoltre che leggendo la prima cella
del nastro la macchina non muova mai la testina verso sinistra. Questo
si puo realizzare definendo opportunamente la funzione di transizione, in
modo tale che alla prima mossa la macchina stampi nella prima cella solo
simboli particolari leggendo i quali lo spostamento a sinistra della testina
viene impedito.

Una configurazione di M é una descrizione istantanea della macchina
tra una mossa e I'altra. Essa € definita da una stringa uqv dove g € Q de-
nota lo stato corrente, u, v appartengono a (I'- §)* e uv & la porzione non
blank del nastro, cioé la parola contenuta nelle celle iniziali fino al primo
blank escluso. In particolare u rappresenta la stringa collocata a sinistra
della cella scandita dalla testina, v € la parte rimanente e il primo simbo-
lo di v e quello letto dalla macchina (con la convenzione che tale simbolo
sia proprio 4 se v = ¢). La configurazione iniziale di M su input x € Z* ¢
qox. Invece una configurazione uqv e detta di arresto se q € {q;, qn}; in
particolare uqv e accettante se q = q;, mentre € detta di rifiuto se q = qy.

Possiamo quindi denotare con %), 'insieme di tutte le configurazioni
di M e rappresentare con ), la relazione di transizione in un passo: per
ogni a, B € 6p, vale a by fse a =uqu, q €1{qs, qn} e B & la configurazio-
ne ottenuta da a eseguendo la mossa d(g, a), con a il primo simbolo di v
(assumendo a = se v = ¢). E chiaro che per ogni a € ) esiste al pili una
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sola configurazione g tale che a +-j; B; per questo la macchina e detta de-
terministica. Ovviamente, se a € 6 & di arresto, non esiste alcun f tale
che a b B.

Denotiamo inoltre con I}, la chiusura riflessiva e transitiva di ;. Di-
ciamo che una stringa x € X* & accettata (o riconosciuta) da M se esiste una
configurazione accettante A € € tale che gox -}, A. Il linguaggio accetta-
to (o riconosciuto) dalla macchina M e I'insieme L(M) < X* delle stringhe

accettate da M:
LM)={xeZ"| Ju,vel” taliche goxt), uqsv}

Infine, diciamo che la macchina M si ferma (o si arresta) su un da-
to input x € X* se esiste una configurazione di arresto a € 6, tale che
qox 3, a. In questo caso, la computazione di M su input x € la sequenza
di configurazioni

{Co,Cy,...,Cri}

tali che Cy = qox, Cry =@, e Ci_1 Fpr Ci perogni i =1,...,m. Se invece non
esiste alcuna configurazione di arresto « tale che gox -}, a allora diciamo
che M non si ferma sull'input x; in questo caso la computazione & una
sequenza infinita di configurazioni {C;};en per le quali Cy = gox e Ci—1 F
C; perognii€eN,.

Nota che su ogni input x € X* che non appartiene a L(M) la macchina
M si ferma in una configurazione di rifiuto oppure non si ferma.

E possibile dimostrare il seguente risultato (per la prova si puo consul-
tare [14] o [16]):

Proposizione 2.4.1. Per ogni linguaggio L < X* le seguenti proprietd sono
equivalenti:

1. esiste una MdT M che accetta L, ovvero tale che L = L(M);

2. L= @ oppure esiste una MdT che su input € stampa sul nastro tutti gli
elementidiL;

3. esiste una grammatica G di tipo 0 che genera L, ovvero tale che L =
L(G).

Ricordando le definizioni date nella sezione 2.2, questo significa che
la famiglia dei linguaggi accettati dalle macchine di Turing coincide con
I'insieme dei linguaggi ricorsivamente numerabili.
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N

Invece, un linguaggio L < Z* e detto ricorsivo se esiste una MdT M che
si ferma su tutti gli input e che accetta L. Le proprieta dei linguaggi ricorsi-
vi e ricorsivamente numerabili sono analoghe a quelle dei sottoinsiemi di
N ricorsivi e ricorsivamente numerabili presentate nelle sezioni preceden-
ti. In particolare, € chiaro che ogni linguaggio ricorsivo e anche ricorsiva-
mente numerabile, mentre esistono linguaggi ricorsivamente numerabili
che non sono ricorsivi. Inoltre, come accennato nella prossima sezione, le
macchine di Turing possono essere considerate come sistemi di program-
mazione accettabile. Quindi i linguaggi ricorsivi sono intuitivamente quei
linguaggi per i quali esiste un algoritmo (che termina sempre) in grado di
verificare se la stringa data in input appartiene al linguaggio o meno.

2.4.1 Macchine di Turing e funzioni

Oltre che accettori, le macchine di Turing possono rappresentare modelli
di calcolo per funzioni tra monoidi liberi (e quindi anche tra interi). Dato
un alfabeto X e una funzione (parziale) f:X* — X* U{Ll} diciamo che f &
calcolata da una MdT M se X e I'alfabeto di ingresso di M e inoltre valgono
le seguenti condizioni:

* perognix € X* tale che f(x) # L lamacchina M suinput x si fermain
una configurazione di arresto nella quale la stringa f(x) € la porzione
non blank del nastro;

e per ogni x € X* tale che f(x) = L la macchina M su input x non si
ferma.

In maniera simile, per un qualsiasi intero k > 0, & possibile definire le
funzioni g : N¥ — N U {1} calcolate dalle macchine di Turing. Si puo poi
dimostrare che la famiglia delle MdT che calcolano tali funzioni forma un
sistema di programmazione accettabile, nozione che abbiamo trattato nel-
la sezione 1.9. In altre parole, tali macchine si possono numerare in modo
ricorsivo, calcolano tutte e sole le funzioni ricorsive parziali, ammettono
una MdT universale in grado di simulare tutte le altre e soddisfano i teore-
mi S, di scambio automatico di indici e argomenti. Per questo motivo
possiamo considerare le macchine di Turing come un modello per la defi-
nizione di algoritmi e per la classificazione dei problemi in base alle risorse
di calcolo richieste per la loro soluzione. In questa sede non ci occupere-
mo quindi dei problemi di calcolabilita, gia considerati nel capitolo 1, ma
useremo le MdT come modelli per valutare la complessita di un algoritmo,
ovvero il tempo e lo spazio richiesti per eseguire una computazione.
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2.4.2 Macchine a pit1 nastri

Finora abbiamo considerato un modello di macchina di Turing dotato di
un solo nastro. Si puo generalizzare facilmente tale nozione definendo una
macchina che dispone di pili nastri. In questo caso abbiamo una testina di
lettura per ogni nastro e ogni mossa dipende da tutti i simboli letti dalle te-
stine oltre che dallo stato corrente. Ad ogni mossa la macchina entra in un
nuovo stato, stampa un nuovo simbolo in ogni cella letta da una testina e
pud muovere ognuna di queste di una posizione verso sinistra o verso de-
stra (oppure ancora la lascia ferma). Inizialmente il primo nastro contiene
la stringa di input con le solite convenzioni, mentre gli altri contengono so-
lo il blank. La definizione di questo modello e le nozioni associate sono del
tutto analoghe a quelle della macchina a un solo nastro e qui le ricordiamo
solo per completezza.

Formalmente, una macchina di Turing a k > 1 nastri, € ancora una
sestupla

M =(Q, 40,1, %,6,1qs, gn})

dove Q, qo,T', 2 e {gs, gn} sono definiti come per le MdT tradizionali, mentre
0 € una funzione transizione tale che

8:(Q—1qs, qn}) xTF — Q x (T - {#) x {-1,0,1)¥

Per ogni g€ Q e ogni a = (ay,ay,...,ax) € Ik, il valore 0(q, a) definisce la
mossa di M quando la macchina si trova nello stato g e legge il simbolo a;
sul nastro i-esimo, per ogni i = 1,2,..., k, con gli stessi criteri adottati nel
modello a un solo nastro. In particolare, se 6(q, a) = (p, (b1, £1), (b2, €2),...,
(br, 1)), allora p € Q rappresenta il nuovo stato della macchina mentre,
perognii =1,2,...,k, b; € I' & il simbolo stampato sul nastro i-esimo e
¢; € {-1,0,1} rappresenta lo spostamento della relativa testina. Nota che
ancora 6(qg, a) non é definita se g € {g;, g}, mentre i valori b; sono sempre
diversi dal blank §, per ogni i = 1,2,..., k. Inoltre, anche in questo caso
supponiamo che fin dall’inizio la macchina stampi sulla prima cella di ogni
nastro solo simboli che impediscano di spostare la testina verso sinistra.

Come per le MdT a un nastro si puo definire una nozione di configu-
razione della macchina M in un qualunque momento del calcolo; essa ¢
rappresentata dallo stato corrente della macchina, dal contenuto della por-
zione non blank di ciascun nastro e dalla posizione di tutte le testine di let-
tura. Una configurazione € quindi formalmente definita come una k-pla
di stringhe

C=(urquvy, up$vo,...,ur$vy)
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dove g € Q élo stato corrente e $ € un simbolo speciale di separazione (non
incluso in I'); inoltre, per ogni i = 1,2..., k, u;v; rappresenta la porzione
non blank del nastro i-esimo, u; & la stringa che si trova a sinistra della
testina, il primo simbolo di v; € quello letto dalla stessa testina (con la solita
convenzione che v; = € se questa legge il blank).

Denotiamo con Cy(x) la configurazione iniziale di M su input x € X*,
qui definita formalmente da Cy(x) = (gox,$,:--,$). Una configurazione &
di arresto se lo stato corrispondente appartiene a {qgs, g}, € accettante se
tale stato coincide con gs mentre & di rifiuto se questo coincide con ¢q;. Le
relazioni - e ), di transizione in uno o piu passi sono definite come nel
caso a un solo nastro. Una stringa x € X* & accettata da M se esiste una
configurazione accettante A tale che Cy(x) -}, A e denotiamo con L(M) il
linguaggio di tutte le parole accettate:

L(M) ={x € X" | Cy(x) k), A per qualche configurazione accettante A}

Diciamo che M si ferma su input x € X* se esiste una configurazio-
ne di arresto «a tale che Cy(x) '_7\/1 a; in questo caso la computazione di M
su input x & la sequenza finita di configurazioni {Cy, Cy, ..., Cy,;} tale che
Co=Co(x), Cy=aeCij_1 Fp C; perogni i =1,...,m (nota che in questa
computazione M esegue esattamente m mosse). Se invece M non si fer-
ma su input x € X* allora la computazione della macchina & una sequenza
infinita di configurazioni {C;};en, nella quale Cy = Cy(x) e Cy—1 s Cp, per
ognin=1.

Anche in questo caso & bene sottolineare che una parola w € Z* non
appartiene a L(M) se e solo se, su input w, la macchina M si ferma in una
configurazione di rifiuto oppure non si ferma.

Come vedremo meglio nella prossima sezione, ogni MdT a k > 1 nastri
é simulabile da una macchina a un nastro solo (a patto si incrementare
opportunamente il numero di mosse). Per questo motivo I’enunciato della
Proposizione 2.4.1 rimane valido anche per le MdT a pit1 nastri, e possiamo
affermare che un linguaggio é ricorsivo se e solo se esso & accettato da una
MdT dotata di un numero qualsiasi di nastri che si ferma su tutti gli input.

2.5 Complessitain tempo

Definiamo ora il tempo di calcolo di una macchina di Turing. Data una
MdT a k = 1 nastri M = (Q, qo,T,Z,8,{qgs, gn}), per ogni x € £* denotiamo
con Tys(x) il numero di mosse compiute da M su input x; se M non siferma
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su tale input poniamo Tj;(x) = +oco. Inoltre, per ogni n € N, denotiamo
con Ty(n) il massimo numero di mosse compiute da M su un input di
lunghezza n, ovvero:

Ty (n) =max{Ty(x) | x € Z*,|x| = n}

Diremo che la funzione Tj; : N — N U {+o0} rappresenta la complessita in
tempo di M.

Per esempio, il linguaggio L C {0,1}* delle stringhe binarie che rappre-
sentano numeri pari puo essere accettato da una MdT M a un nastro tale
che Ty (n) = n+ 1 per tutti gli n € N. Infatti, su input x € {0,1}*, M rifiuta
subito se x inizia con 0 e |x| > 1; altrimenti legge tutta la stringa in ingresso
e accetta se 'ultimo simbolo & 0 (in caso contrario rifiuta). E evidente che
ilnumero di passi compiuto su un input di lunghezza n (nel caso peggiore)
e proprio n+ 1.

In generale ¢ facile verificare che ogni linguaggio regolare puo essere
accettato da una MdT M a un nastro tale che Ty;(n) =n+1perognineN,
basta infatti simulare un automa (deterministico) che riconosce il linguag-
gio. Osserva anche se T)(n) € N per tutti gli n € N allora L(M) e per forza
ricorsivo. Inoltre, per svincolare la nozione di tempo di calcolo dai valori
interi, introduciamo la seguente definizione.

Definizione 2.5.1. Data una funzione a valori reali positivi f : N — R,
diciamo che una MdT a k = 1 nastri M funziona (o lavora) in tempo f(n)
se Ty(n) < f(n) per ogni n € N. Inoltre diciamo che un linguaggio L< X* e
riconoscibile in tempo f(n) se esiste una MdT a k = 1 nastri che riconosce L

e funziona in tempo f(n).

Una prima proprieta riguarda il numero di nastri usati nella computa-
zione. Infatti il tempo necessario per riconoscere un dato linguaggio puo
dipendere dal numero di nastri di cui la macchina dispone.

Esempio 2.5.1. Consideriamo il linguaggio delle parole palindrome L =
{x € {a,b}* | x = x%}, dove x® & I'inversa di x. Si pud facilmente descrivere
una MdT a un nastro che riconosce L in tempo O(n?). Tale macchina, su
un input di lunghezza n, confronta i simboli di posizione i e n— i+ 1, per
ognii=1,2,...,n, e accetta se questi sono uguali fra loro per tutti i valori
di i. Questa operazione puo essere eseguita scorrendo I'input avanti e in-
dietro n volte e marcando in modo opportuno i vari simboli. Per questo
motivo la macchina funziona in tempo O(n?). Invece, usando una MdT a 2
nastri, € possibile riconoscere L in un numero di passi O(n). In questo caso
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la macchina puo copiare 'input sul secondo nastro, riposizionare la testi-
na del nastro di ingresso sulla prima cella, confrontare uno dopo l'altro i
simboli letti dalle due testine spostando sempre la prima verso destra e la
seconda verso sinistra. E evidente che in questo modo la MdT riconosce L
in 37 + ¢ passi, per una costante ¢ opportuna.

L'esempio precedente mostra come una MdT a 2 nastri possa essere
simulata da una macchina a un solo nastro a patto di rendere quadratico
il numero di mosse compiute. La seguente proposizione prova che questa
proprieta é del tutto generale.

Proposizione 2.5.1. Se un linguaggio L é riconoscibile in tempo f(n) da
una MdT a k > 1 nastri, con f(n) = n+1 perognineN, allora L e riconosci-
bile da una MdT a un nastro in un tempo O(f(n)z).

Dimostrazione.  Sia M una MdT a k nastri che riconosce L in tempo
f(n) esiaT il suo alfabeto di lavoro. Possiamo definire un nuovo alfabe-
to di lavoro I'" = (T x {0, 1H¥. Cosi, in maniera del tutto ovvia, una parola
w € I'"* pud descrivere il contenuto delle porzioni non blank dei k na-
stri di M e la posizione delle corrispondenti testine di lettura. Infatti se
wj = ((a,1),...,(ax, fx)) ela j-esima lettera di w, allora ogni a; € il con-
tenuto della j-esima cella nel nastro i-esimo, mentre ¢; = 1 se e solo se su
tale cella e posizionata la relativa testina.

Definiamo ora una nuova MdT M’ a un solo nastro, avente T UT’ come
alfabeto di lavoro, che simula M. La computazione di M’ su un generico
input e suddivisa in fasi, una per ogni mossa della macchina M. In ogni
fase M’ scorre la porzione non blank del suo nastro dalla prima all’'ultima
posizione e riporta quindi la testina sulla prima cella. Durante questa dop-
pia passata la macchina aggiorna opportunamente il contenuto del nastro
in modo da simulare un passo di M: nella prima scansione si aggiorna-
no le componenti corrispondenti agli spostamenti delle testine di M verso
destra, mentre nella seconda si aggiornano quelli relativi agli spostamen-
ti verso sinistra. Al termine di ogni fase, M’ avra memorizzato nello stato
il simbolo letto da ciascuna testina di M in modo da determinare la mos-
sa da simulare nella fase successiva (cioe i nuovi simboli da stampare e gli
spostamenti delle testine). Inoltre, nella prima fase M’ trasforma I'input
(appartenente a I'*) nella corrispondente stringa in I"*.

Poiché M in f(n) passi puo visitare al pit1 f(n) + 1 celle su ogni nastro,
ogni fase di M’ suun input di dimensione n pud essere eseguita in 2 f (n)+1
passi. Ne segue che il numero totale di mosse compiute da M’ ¢ al pit
uguale a 2f(n)? + f(n) = O(f (n)?). O
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La proposizione precedente mostra come il funzionamento di MdT a
pil nastri possa essere simulato da una macchina a un solo nastro, senza
un incremento eccessivo dei tempi di calcolo. In particolare, se la prima
macchina funziona in tempo polinomiale anche quella a un solo nastro
richiede al piti un tempo limitato da un polinomio.

Una seconda proprieta della complessita in tempo delle MdT riguarda
la costante principale dei tempi di calcolo che, nei casi significativi, puo
essere ridotta a piacere a patto di ampliare opportunamento l’alfabeto di
lavoro ed eventualmente il numero degli stati. Questa proprieta di “ac-
celerazione” (o “speed up”) & tipica di diversi tipi di automi e modelli di
calcolo.

Proposizione 2.5.2. Data una funzione f :N — R, tale chelim;_. % =

+00, sia L un linguaggio riconoscibile in tempo f(n). Allora, per ogni c >0,
L puo essere riconosciuto in tempo g(n) = max{n+1,cf(n)}.

Dimostrazione. Chiaramente I'enunciato ¢ significativo per valori posi-
tivi ¢ minori di 1. Consideriamo una macchina di Turing M a k > 1 nastri
che riconosce L, sia I' il suo alfabeto di lavoro e sia m un intero positivo
qualsiasi. Consideriamo un nuovo alfabeto I che codifica le stringhe di
lunghezza m in T'*. In questo modo ogni simbolo di I’ rappresenta una
m-pla di simboli di I e viceversa.

Definiamo ora una nuova MdT a k nastri M’ che simula M e utilizza
I'uT’ come alfabeto di lavoro. Innanzitutto M’ legge I'input trascrivendo
sul secondo nastro la codifica della stringa di input nel nuovo alfabeto I".
Quindi la macchina considera il secondo nastro come nastro di ingresso e
usa il primo come nastro di lavoro. M’ riporta la testina del secondo nastro
nella posizione iniziale e comincia la simulazione di M senza piu riutiliz-
zare le celle del primo nastro occupate dall'input originale. Ogni ciclo di
m mosse consecutive di M pud essere simulato da M’, mediante al pit1 6
passi di calcolo, nel modo seguente. A ogni ciclo la macchina M puo vi-
sitare al pili m celle consecutive su ogni nastro. Quindi, per simulare il
suo comportamento, M’ legge su ogni nastro la cella che precede e quella
che segue la posizione scandita dalla testina (& evidente che 4 passi sono
sufficienti per eseguire questa operazione). A questo punto, conoscendo
la funzione transizione di M, M’ pud raggiungere direttamente la confi-
gurazione desiderata mediante al piu altri due passi, completando cosi la
simulazione del ciclo. Durante il calcolo, per ogni simbolo a € T’ letto, M’
puo memorizzare nello stato la posizione della testina di M all’interno del-
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la m-pla corrispondente ad a. In questo modo, simulando M, la macchina
M’ riconosce esattamente il linguaggio L.
Il numero totale di passi eseguiti da M’ su un input di lunghezza n &

n 6
Tv(n)<n+1+[n/ml+6[f(n)/m] < n+a+8+af(n)

Poiché per n abbastanza grande n + 7. + 8 < %, esiste un ¢ € N tale che
perognin =,

7
Ty (n) < Ef(n)

Ora, per ogni ¢ > 0 possiamo scegliere m = [7/c], ottenendo cosi Ty (n) <
cf(n) per ogni n = t. Inoltre, si pud modificare M’ permettendo alla mac-
china di riconoscere le parole in L di lunghezza minore di ¢ durante la
prima fase di lettura e trascrizione dell’'input, usando solo le transizioni
tra stati. In questo modo, risulta Ty (1) = n+ 1 per ogni n < ¢ e quindi
otteniamo l'asserto. O

Usando un ragionamento simile al precedente si puo estendere la pro-
prieta appena considerata ai linguaggi riconosciuti in tempo lineare. A tal
proposito enunciamo qui la seguente proposizione rimandando a [14] la
relativa dimostrazione.

Proposizione 2.5.3. Per ogni costante a > 1, se L e un linguaggio riconosci-
bile in tempo an allora, per ogni e > 0, L puo essere riconosciuto in tempo
(I+e)n.

Le nozioni e le proprieta definite finora ci permettono di suddivide-
re e quindi classificare i linguaggi ricorsivi in base al tempo necessario
per riconoscerli mediante una MdT (deterministica). Per ogni funzione
f N — R, possiamo definire DTIME(f(n)) come la classe dei linguaggi
riconoscibili in un tempo definitivamente minore o uguale a f(n):

DTIME(f (n)) = {L: esistono una MdT M a k = 1 nastri e un intero ng € N tali che
L=L(M) e Ty(n) < f(n) per ogni n = ny}

Applicando le proposizioni 2.5.2 e 2.5.3 & ora facile provare che, per tutte
le funzioni f naturali, la classe di complessita DTIME(f(n)) dipende solo
dall’ordine di grandezza di f(n) e non dalla sua costante principale. Piut
precisamente valgono le seguenti proprieta.

Corollario 2.5.4. Per ogni f : N — R, tale chelim,_. o [t

linclusione

= 400, vale

DTIME(f (n)) < DTIME(c f (n))
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per ognic > 0.
Inoltre, per ogni costante a > 1, vale l'inclusione

DTIME(an) < DTIME((1+¢€)n)

per ognie > 0.

Queste proprieta giustificano anche la tradizionale analisi degli algo-
ritmi, nella quale si cerca in generale di determinare I'ordine di grandezza
del tempo di calcolo richiesto da una procedura su input di lunghezza n
(nel caso peggiore o nel caso medio) e non la sua espressione asintotica.

2.5.1 Laclasse P ela tesi di Church estesa

Una classe di particolare interesse e la classe P dei linguaggi riconoscibili
in tempo polinomiale. Tale classe € quindi definita nel modo seguente:

P = {L: esiste un polinomio p(x) e una MdT M a k = 1 nastri tali che

L=L(M)e Ty(n) < p(n) perogni n €N}

Tenendo conto delle nozioni illustrate nella sezione precedente, & facile
verificare che
P= | J DTIME(r5)
keN

Notiamo anche che per la proposizione 2.5.1 la classe appena definita non
dipende dal numero di nastri delle MdT considerate. Potremmo cioé li-
mitarci a considerare le MdT a un solo nastro; in altre parole P puo essere
definita come la classe dei linguaggi riconoscibili da una MdT a un nastro
in un tempo O(n*) per un qualche k € N. Come vedremo meglio in se-
guito, tale classe rimane invariata anche usando altri modelli di calcolo.
Intuitivamente possiamo quindi affermare che I'appartenenza o meno di
un linguaggio L alla classe P dipende dalla complessita intrinseca di L e
non dal modello di calcolo usato per riconoscerlo.

La classe P puo essere considerata pili realisticamente come una fami-
glia di problemi di decisione piuttosto che un insieme di linguaggi. In que-
sto modo essa viene a rappresentare una classe di problemi significativi
anche da un punto di vista pratico.

Estendendo la nozione introdotta nella sezione 1.10, possiamo defi-
nire un problema di decisione come una coppia 7 = (I, p), dove I € un
insieme numerabile di elementi che chiamiamo istanze e che possiamo
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codificare in maniera univoca e semplice con parole su un dato alfabeto
Y, mentre p & una funzione p : I — {0,1}, che chiameremo predicato, e
che stabilisce intuitivamente se ciascuna istanza gode di una certa pro-
prieta o meno. Si conviene che un’istanza x € I ammetta risposta positiva
se p(x) = 1, negativa se p(x) = 0. Come al solito si usa definire un pro-
blema di decisione mettendo in rilievo le singole istanze ed esprimendo il
predicato corrispondente mediante una domanda esplicita. Come esem-
pio possiamo considerare i seguenti problemi di decisione che studieremo
meglio nelle sezioni successive. Qui e nel seguito, per ogni insieme finito
A, denoteremo con fA il numero dei suoi elementi.

Problema Raggiungibilita

Istanza: un grafo orientato G = (V, E) e due nodi distinti
u,veVv.

Domanda: esiste in G un cammino da u a v?

Problema Soddisfacibilita

Istanza: una formula booleana ¢ su un insieme X di varia-
bili.

Domanda: esiste una assegnamento di valori 0 e 1 alle va-
riabili in X che rende vera ¢?

Problema Clique

Istanza: un grafo non orientato G = (V, E) e un intero k <
V.

Domanda: esiste una clique di dimensione k in G (ovvero
un insieme C < V di cardinalita k tale che {v, w} € E, per ogni
coppia di nodi distinti v, w € C) ?

Problema Circuito hamiltoniano

Istanza: un grafo non orientato G = (V, E).

Domanda: esiste un circuito hamiltoniano in G (ovvero una
permutazione (vy, v, ..., V) degli elementi di V tale che {v,, v1} €
Ee{vi,vis1}€e Eperognii=1,...,n—1)?

Problema Commesso viaggiatore
Istanza: un grafo completo G = (V, E), una distanza d (v, w) €
N per ogni coppia di nodi distinti v, w € V e un intero k > 0.
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Domanda: esiste un ciclo che congiunge tutti i nodi del gra-
fo di lunghezza minore o uguale a k (ovvero una permutazio-
ne (v, V2,..., Uy) degli elementi di V tale che Z?;ll d(v;, viz1) +
d(vy,, v1) < k)?

Una MdT che riconosce un dato linguaggio puo essere interpretata fa-
cilmente come procedura o algoritmo per risolvere un problema di deci-
sione. A tale scopo, d’ora in poi, identifichiamo per semplicita le istanze
di ogni problema di decisione con le parole dell’alfabeto che le codificano.
Formalmente quindi, dato un problema di decisione 7 = (I, p), con [ € Z*
per un opportuno alfabeto X, diciamo che una MdT M risolve = se M pos-
siede X come alfabeto d’ingresso, L(M) = {x € I : p(x) = 1} e M si ferma su
tutti gli input. Quindi risolvere un problema di decisione equivale a ricono-
scere I'insieme delle istanze che ammettono risposta positiva, fermandosi
sempre su tutti gli input. Viceversa, riconoscere un linguaggio L < X* fer-
mandosi su tutti gli input, equivale a risolvere il problema di appartenza
a L, ovvero il problema di decisione (X*, y1), dove yr : Z* — {0,1} e la
funzione caratteristica di L. Le due formulazioni sono dunque equivalenti.
Tuttavia d’ora in poi preferiamo in linea di massima riferire il comporta-
mento di una MdT a un problema di decisione perché spesso quest’ultimo
puo rappresentare una tematica interessante di per sé e la sua comples-
sita computazionale puo essere pitt naturalmente confrontata con quel-
la di problemi con caratteristiche simili. Cosi le varie classi di linguaggi
DTIME(f (n)) possono essere considerate pitl propriamente come famiglie
di problemi di decisione. Di conseguenza, anche la classe P appena intro-
dotta puo essere definita come la classe dei problemi di decisione risolu-
bili in tempo polinomiale da una macchina di Turing deterministica. Per
esempio & noto che il problema Raggiungibilita sopra definito appartiene
a P. Infatti, i tradizionali metodi di esplorazione di un grafo sono in grado
di verificare, in tempo polinomiale, se in un dato grafo orientato esiste un
cammino da un nodo a un altro [1, 6].

Ricordiamo infine la proprieta fondamentale della classe P. Essa & in-
fatti considerata come la famiglia dei problemi di decisione risolubili in
modo efficiente. Questo fatto € dovuto principalmente a due motivi fon-
damentali. Il primo € che tutti i modelli di calcolo comunemente usati per
definire la nozione di algoritmo (per esempio le macchine di Turing deter-
ministiche a uno o piu nastri, le RAM con criterio di costo logaritmico [1],
le famiglie di circuiti booleani con un numero di porte polinomiale [19])
sono tra di loro polinomialmente equivalenti per quanto riguarda il tempo
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di calcolo. Piu precisamente si pud dimostrare che la famiglia dei problemi
risolubili in tempo polinomiale rimane la stessa anche cambiando il mo-
dello di calcolo [1, 16]. Si dice anche che la classe P & robusta rispetto al
modello di calcolo utilizzato per definirla. Inoltre, 'esperienza ha dimo-
strato che intuitivamente gli algoritmi che funzionano in tempo polino-
miale, se il grado del polinomio non € troppo elevato, possono funzionare
in tempi accettabili per lo meno su input di dimensioni ragionevoli.

Viceversa, ed e questa la seconda ragione cui accennavamo prima, gli
algoritmi che funzionano in tempo esponenziale sono di fatto inutilizzabi-
li anche per dimensioni di input di poche decine di unita, poiché i tempi
di calcolo risultano solitamente troppo elevati. Questo € un fatto princi-
palmente sperimentale, ormai acquisito dall’esperienza, che pero ha an-
che semplici spiegazioni formali basate sull’analisi del tempo richiesto da
computazioni eseguite su computer ideali, estremamente veloci, che per
ipotesi possono compiere un gran numero di operazioni nella singola uni-
ta di tempo (vedi ad esempio [4], [1] oppure [11, Capitolo 2]).

Queste considerazioni portano ad enunciare la seguente legge genera-
le che, come la tesi di Church illustrata nella sezione 1.8.1, viene comu-
nemente accettata anche se si tratta di una proprieta intuitiva che rimane
indimostrabile in generale.

Tesi di Church estesa

La famiglia dei problemi di decisione che ammettono algo-
ritmi di soluzione efficienti coincide con la classe P dei proble-
mi di decisione risolubili in tempo polinomiale da una mac-
china di Turing deterministica.

Questa proprieta viene solitamente estesa alle funzioni in generale. Da-
ti due alfabeti X e T, una funzione f: X* — I'* & generalmente conside-
rata calcolabile in modo efficiente se esiste una MdT deterministica che la
calcola funzionando in tempo polinomiale.

2.6 Macchine di Turing non deterministiche

Come nel caso degli automi a stati finiti, anche per le macchine di Turing
€ possibile definire una versione non deterministica, nella quale ad ogni
passo lamacchina sceglie la mossa da compiere in un insieme finito di pos-
sibilta. Si tratta di un modello di calcolo usato principalmente per ricono-
scere linguaggi e classificare problemi di decisione. In particolare permet-
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te di definire la classe NP e i problemi NP-completi, argomenti principali
studiati nelle sezioni successive.

Una Macchina di Turing non deterministica possiede gli stessi disposi-
tivi di una MdT deterministica tradizionale a un nastro, nella quale le varie
nozioni sono definite nello stesso modo, con I'unica eccezione della fun-
zione transizione che, nel caso non deterministico, associa ad ogni stato
e a ogni simbolo letto un insieme finito di possibili mosse tra le quali la
macchina sceglie il passo effettivo da eseguire. Cosi, a ogni configurazione
corrisponde un insieme finito di configurazioni successive e, a ogni input,
corrisponde in generale un insieme di computazioni, una per ogni possi-
bile successione di scelte compiute dalla macchina a partire dalla configu-
razione iniziale. La stringa di input & accettata se tra tutte queste possibili
computazioni ne esiste una che raggiunge lo stato accettante; viene invece
rifiutata se tutte le computazioni si fermano in uno stato non accettante
oppure non terminano. Intuitivamente quindi la stringa e accettata se la
macchina puo “indovinare” una sequenza di mosse che la portano nello
stato accettante.

Formalmente una macchina di Turing non deterministica (a un nastro)
éun sestupla M = (Q, qo,T, %, 9, gs), dove Q, o, T, Z sono definite come nel
caso deterministico (sezione 2.4), g, € Q ¢ lo stato di accettazione e § € una
funzione

5:QxT — 2@ T=9x{=10.+1}

tale che 6(gs, a) = @ per ogni a € T'. In maniera analoga a prima, per ogni
ge QeogniacT, ciascuna tripla (p, b, ¢) € 6(q, a) definisce una possibile
mossa di M quando la macchina si trova nello stato g e legge il simbolo a.

Di nuovo, una configurazione di M si definisce come nel caso determi-
nistico. Anche qui gpx € la configurazione iniziale su input x; denotiamo
ancora con 6y, Fa e F7,, rispettivamente, la famiglia di tutte le configu-
razioni di M, la relazione di transizione in un passo e la sua chiusura rifles-
siva e transitiva. Una configurazione A = uqv € 6y, € accettante se q = qs.
Invece, la configurazione A = uqv € detta di arrestose 6(q,a) = ¢, dove a &
il primo simbolo di v (oppure coincide con J se v = €). Nota che ogni con-
figurazione accettante e anche di arresto. Viceversa, una configurazione
di arresto uqv e detta di rifiuto se q # gs. Inoltre, per ogni configurazione
A = uqv € 6 nella quale M legge il simbolo a sul nastro, I'insieme delle
configurazioni successive {B € 6 : A ) B} possiede la stessa cardinalita
dié(q, a).
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Una parola x € Z* € accettata da M se esiste una configurazione accet-
tante A € 6y tale che gox ), A. 1l linguaggio accettato (o riconosciuto) da
M el'insieme L(M) delle parole accettate dalla macchina:

L(M)={xe€Z"| esistono u,vel™ taliche goxt}, ugsv}

Una notevole differenza rispetto alla versione deterministica & che ora, per
ogni input, vi sono tante (eventualmente infinite) computazioni di M su x,
ciascuna delle quali potrebbe essere composta da infinite configurazioni.

Un modo conveniente per rappresentare tutte le computazioni di una
macchina non deterministica su un dato input, & quello di considerare un
albero, detto albero di computazione, nel quale ogni cammino che parte
dalla radice e termina in una foglia (o non termina) rappresenta una pos-
sibile computazione della macchina sull'input considerato. Formalmente,
per ogni input x € £*, I'albero di computazione di M su x € un albero con
radice !, dotato eventualmente di un numero infinito di nodi, che gode
delle seguenti proprieta:

(i) ogni nodo e etichettato da una configurazione di M;

(ii) 1a radice e etichettata dalla configurazione iniziale ggx;

(iii) seunnodo v e etichettato da una configurazione C e {Cy, Cs, ..., Cy} =
{B €6y |CHtp Pt elinsieme delle configurazioni successive, allora v pos-
siede mfigli vy, vy, ..., v, taliche v; e etichettato da C; perognii = 1,2,...,m;

(iv) un nodo v € una foglia (cioé un nodo senza figli) se e solo se v &
etichettato da una configurazione di arresto.

Dalla definizione precedente e evidente che una computazione di M
su un dato input & determinata dalla sequenza di etichette dei nodi che
formano un cammino che parte dalla radice e scende lungo 'albero pas-
sando di padre in figlio fino ad arrivare eventualmente a una foglia (o per-
correre un ramo infinito dell’albero). Chiaramente una parola x € X* &
accettata dalla macchina se e solo se esiste, nel corrispondente albero di
computazione, una foglia etichettata con una configurazione accettante.

Nota che in ogni albero di computazione di M il numero dei figli di
ciascun nodo interno é al pit1 dato dal valore dj; = max{#d(q,a): g€ Q,a€
I'}, che dipende dalla macchina (ma non dall'input) ed & chiamato grado di
ambiguita di M. In generale dj; rappresenta il massimo numero di scelte
che la macchina M puo compiere ad ogni passo. Chiaramente se dy; = 1
la macchina M é di fatto deterministica e ogni albero di computazione si
riduce a un unico ramo che parte dalla radice, nel quale tutti i nodi interni

Iper una definizione formale degli alberi con radice si pud consultare [4].
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hanno un solo figlio. In questo caso, chiaramente, la macchina si ferma
sull’'input se e solo se il ramo é finito (e la configurazione di arresto € quella
della foglia).

In modo del tutto analogo si possono definire le macchine di Turing
non deterministiche a piu nastri. L'estensione ¢ del tutto simile a quella
illustrata nella sezione 2.4.2 e viene qui omessa.

Definiamo ora il tempo di calcolo di una macchina di Turing non de-
terministica. Data una MdT non deterministica M = (Q, qo,T', %, 6, F) e una
stringa w € X*, denotiamo con Ty;(w) il massimo numero di mosse che la
macchina pud compiere in una computazione su input w. In altre paro-
le Ty(w) rappresenta I'altezza dell’albero di computazione di M su input
w (ovvero la massima distanza della radice da una foglia). Chiaramente,
Ta(w) = +o00 se (e solo se) esiste una computazione di M su input w che
non si arresta.

Inoltre, per ogni n € N, denotiamo con Tj(n) il massimo valore di
Tr(w) al variare delle parole w € £* di lunghezza n:

Tyv(n) =max{Ty(w): weX |w|=n}

Di nuovo, data una funzione f:N — R,, diremo che una MdT non deter-
ministica M funziona (o lavora) in tempo f(n) se Ty (n) < f(n) per ogni
n € N. Possiamo quindi definire la classe NTIME(f(n)) come la classe dei
linguaggi riconoscibili da una MdT non deterministica che lavora in un
tempo definitivamente minore o uguale a f(n):

NTIME(f(n)) = {L: esistono una MdT M non deterministica e un intero ng >0
tali che
L=L(M) e Ty(n) < f(n) per ogni n = ny}

Anche le MdT non deterministiche soddisfano le proposizioni 2.5.1 e
2.5.2 dimostrate per il modello deterministico. Quindi, anche nel caso non
deterministico, possiamo sostanzialmente ricondurci ad un solo nastro e
le classi di complessita in tempo dipendono solo dall’ordine di grandezza
delle funzioni coinvolte e non dalle costanti principali.

Corollario 2.6.1. Per ogni f : N — R, tale che lim;,_ @ = 400, vale

linclusione
NTIME(f (n)) < NTIME(cf (n))

per ognic > 0.
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Inoltre, per ogni costante a > 1, vale l'inclusione
NTIME(an) < NTIME((1+¢€)n)

per ognie > 0.

2.7 Confronto trale classi DTIME e NTIME

Vogliamo ora confrontare le classi di complessita DTIME(f (1)) e NTIME(f (n))
per ogni funzione f. E evidente che la prima classe & contenuta nella se-
conda perché ogni macchina deterministica € una particolare macchina
non deterministica. Di conseguenza, per ogni f :N — R, abbiamo

DTIME(f (n)) € NTIME(f(n))

Viceversa si puo simulare una MdT non deterministica mediante una de-
terministica, a patto di incrementare opportunamente i tempi di calcolo.

Proposizione 2.7.1. Per ogni funzione f :N — R taleche f(n) =z n+1 per
ciascun n € N e ogni linguaggio L € NTIME(f (n)), esiste una costante ¢ > 1
tale che L € DTIME(c/ ™).

Dimostrazione. Sia N una MdT non deterministica che riconosce L in
tempo f(n) con insieme degli stati Q, alfabeto di ingresso X e di lavoro
I'. Lidea & quella di simulare N mediante una MdT deterministica D che,
su input x, esplora I'albero di computazione di N su x per verificare se
tra le etichette delle foglie si trova una configurazione accettante. La visi-
ta potrebbe essere eseguita in profondita o in ampiezza [1, 4, 6], tuttavia
si preferisce qui adottare un metodo particolare (una sorta di miscela dei
due classici tipi di visita) che consente di limitare lo spazio richiesto per il
calcolo.

Osserva che l'altezza dell’albero di computazione di N su x € minore
o uguale a f(]x|). Per semplicita denotiamo ora con d il valore dy;, cioé
il grado di ambiguita di N. Esso rappresenta il massimo numero di scelte
che N puo compiere ad ogni passo. Questo significa che ogni nodo interno
dell’albero possiede al piu d figli. Cosi una computazione di N su x (ovve-
ro un cammino dalla radice a una foglia) puo essere rappresentata da una
sequenza di interi (cy, ¢y, ..., cn) dove m < f(|x]) € lalunghezza del cammi-
no e ogni ¢; € {1,2,...,d} denota la mossa scelta da N al passo i-esimo. E
chiaro chei primi ¢ passi di questa computazione, perogni t =1,...,m, so-
no rappresentati da (¢, ¢z, ..., ¢). Allorala macchina D, senza conoscere il
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valore di f(|x]), puod generare sistematicamente le sequenze (cy, ¢, ..., Cr),
con ciascun c; € {1,2,...,d}, al crescere di ¢ da 1 in poi. Per ciascuna di
queste, D esegue la corrispondente computazione parziale di N su x (di
lunghezza t) scegliendo ad ogni passo la mossa c;-esima. In questo pro-
cesso D si ferma quando incontra una configurazione accettante di N (e
allora anche D accetta) oppure quando trova un ¢ per il quale tutte le com-
putazioni eseguite di lunghezza minore o uguale a ¢ sono terminate in una
configurazione di arresto non accettante (e allora D rifiuta). L'algoritmo
eseguito da D su input x puo essere descritto dalla seguente procedura
nella quale 'intero d e noto alla macchina e non dipende da x.

begin
Sia Cy(x) la configurazione iniziale di N su input x
esci=0
r=1
A=0
while esci=0do
begin
continua=>0
for (c1,¢o,...,c1) €1{1,2,...,d}  do
begin
entra nella configurazione Cy(x)
simula N per ¢ passi scegliendo al passo i-esimo
la mossa c;-esima, per ciascuni=1,...,t
e sia @ € €y la configurazione raggiunta
) { A=1
if a accettante then .
esci=1
if anon e diarresto then continua=1
end
if continua=1thent=1t+1
elseesci=1
end

if A=1 then accetta
elserifiuta
end

La macchina D puo eseguire la procedura precedente usando lo stesso
numero di nastri di N per eseguire la simulazione, pilu altri due nastri per
mantenere rispettivamente la sequenza (cy, ¢z, ..., ¢;) corrente e 'input x.
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Posto n = |x| il numero totale delle computazioni parziali eseguite é al

piu

fm

Z dt — O(df(n)+1)

=1
Ogni computazione parziale richiede al pitt O(f(n)) passi per essere ese-
guita, per aggiornare la sequenza (cy, ¢z, . .., c;) corrente e per ricopiare 'in-
put sul primo nastro quando necessario (sfruttiamo qui l'ipotesi f(n) =
n+ 1 per ogni n € N). In totale il tempo richiesto & O(f(n)d/ ™) < ¢/ per
un opportuno c¢ > 1. Nota che usando la Proposizione 2.5.1 possiamo tra-
sfomare D in una MdT deterministica a un nastro che riconosce sempre lo
stesso linguaggio L in un tempo O(c?/™). O

Osserviamo che, prescindendo dal tempo di calcolo, il ragionamento
precedente consente di provare che i due modelli di macchina accettano
la stessa famiglia di linguaggi (cioé gli insiemi ricorsivamente numerabili).
Inoltre, usando la stessa simulazione, € facile provare che un linguaggio
L & ricorsivo se e solo se & accettato da una MdT non deterministica che
ammette solo computazioni finite su tutti gli input.

2.8 Laclasse NP

Possiamo ora definire la classe NP dei linguaggi riconoscibili in tempo po-
linomiale da MdT non deterministiche :

NP = [ J NTIME(n)
keN

Come per le MdT deterministiche, possiamo interpretare questo insieme
come una classe di problemi di decisione. Infatti, anche per le MdT non
deterministiche possiamo definire il comportamento di una macchina me-
diante problemi di decisione. Diciamo che un problema di decisione 7 =
(I,q) con I < X* erisolto da una MdT non deterministica M se L(M) = {x €
I'| g(x) =1} e, per ogni input x € *, I'altezza dell’albero di computazione
di M su x é finita.

Quindi un problema di decisione 7 = (I, q) appartiene alla classe NP se
e solo se esistono un polinomio p(y) e una MdT non deterministica M che
risolve 7 tale che Tys(n) < p(n) per ogni n e N.

La classe NP contiene classici problemi di decisione su grafi. Tra questi
ricordiamo il problema della clique e quello del circuito hamiltoniano che
abbiamo gia incontrati nella sezione 2.5.1. Dato un grafo non orientato
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G = (V, E) dotato di n nodi, una clique di G € un insieme C < V tale che, per
ogni a,b e C, se a# ballora {a, b} € E; la dimensione di C &€ semplicemente
il numero dei suoi elementi.

1 problema della clique e definito quindi nel modo seguente.

Problema Clique

Istanza: un grafo non orientato G = (V,E) e un intero k <
tv.

Domanda: esiste una clique di dimensione k in G ?

Il problema puo essere risolto da una MdT che genera in modo non deter-
ministico un insieme A < V e poi verifica (in maniera deterministica) se
A possiede cardinalita k e forma una clique: in caso affermativo accetta,
altrimenti rifiuta. Usando un’istruzione Choice(0, 1) di scelta (non deter-
ministica) tra i valori 0 e 1, il funzionamento della macchina puo essere
descritto dalla seguente procedura:

begin
A=¢
i := Choice(0,1)
if i=1then A:=Au{v}
then accetta
else rifiuta

for ve Vdo{

if §A=k A Aformauna clique {

end

Nota che se n = #V allora vi sono proprio 2" computazioni sull’input (G, k)
e ilnumero di computazioni accettanti € il numero di clique di dimensione
k in G. E facile verificare che il tempo richiesto dalla macchina ¢ al piut
polinomiale nelle dimensioni dell'input.

In maniera analoga si puo provare che anche il seguente problema ap-
partiene a NP.

Problema Vertex cover

Istanza: un grafo non orientato G = (V,E) e un intero k <
V.

Domanda: esiste un insieme B < V di dimensione §{B = k
tale che, per ogni {u, v} € E, B contiene almeno uno dei due
nodi u e v?
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La costruzione di una procedura non deterministica che risolve questo
problema in tempo polinomiale € molto simile alla precedente e viene la-
sciata per esercizio.

Un altro problema in NP & definito dai circuiti hamiltoniani. Ricordia-
mo che in un grafo non orientato G = (V, E) un circuito hamiltoniano e una
permutazione (v, Vo, ..., V) dell'insieme V tale che {v;, v; + 1} € E per ogni
i=1,...,n—1, einoltre {v,, v} € E. Il problema corrispondente € definito
come segue.

Problema Circuito hamiltoniano
Istanza: un grafo non orientato G = (V, E).
Domanda: esiste un circuito hamiltoniano in G?

Anche qui possiamo definire una MdT che genera in modo non determini-
stico una sequenza S di n =V nodi e poi controlla (in modo deterministi-
co) se S forma una permutazione ed & un ciclo del grafo G.

begin

siano vy, va,..., vy iverticidi G

S := A (lista vuota)

for j=1,2,...,ndo

begin
k=1

¢ := Choice(0,1)
k:=k+/¢
S:= INSERISCI_IN_TESTA(S, vy)

fori= 1,2,...,n—1do{

end
if esistono due nodiugualiin S then rifiuta
. . then accetta
else if Sformauncicloin G .
elserifiuta

end

Anche in questo caso e facile verificare che la macchina lavora in tem-
po polinomiale nelle dimensioni dell'input. Abbiamo cosi provato che i
problemi Clique, Vertex cover e Circuito hamiltoniano appartengono a NP.

Una proprieta che caratterizza la classe NP e legata alla nozione di rela-
zione polinomiale, che ricorda un’analoga caratterizzazione degli insiemi
ricorsivamente numerabili (vedi il punto b della proposizione 1.12.2). Dati
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due alfabeti X e A, una relazione R < (Z* x A*) si dice polinomiale se esiste
una MdT deterministica che riconosce R in tempo polinomiale e inoltre,
per un opportuno polinomio p, se (x, y) € R allora |y| < p(|x|).

Proposizione 2.8.1. Un linguaggio L < X* appartiene aNP se e solo se esiste
una relazione polinomiale R < (X* x A*) tale che

L={xeX*:3ye A" taleche (x,y) € R} 2.1)

Dimostrazione. Sia N una MdT non deterministica che riconosce L in
un tempo p(n), per un opportuno polinomio p. Come nella dimostrazio-
ne della Proposizione 2.7.1, denotiamo con d il grado di ambiguita N e
codifichiamo ogni computazione di M su un dato input x mediante una
stringa y = c1$¢2$- - $¢;, dove ¢ € la lunghezza della computazione e ogni
ci €1{1,2,...,d} rappresenta la mossa compiuta dalla macchina al passo i-
esimo nella computazione data. Consideriamo allora la relazione R forma-
ta da tutte le coppie (x, y) dove y & la codifica di una computazione accet-
tante di M su input x. E chiaro che R & una relazione polinomiale e che il
linguaggio L soddisfa la (2.1).

Viceversa, supponiamo che L soddisfi 'uguaglianza (2.1) per una oppor-
tuna relazione polinomiale R. Allora e facile definire una MdT non deter-
ministica M che riconosce L in tempo polinomiale. Su un input x € 2*, M
sceglie in modo non deterministico una stringa y € A* tale che |y| < p(|x]);
quindi M verifica se (x, y) appartiene a R simulando in modo deterministi-
co la macchina che riconosce la relazione. In caso affermativo M accetta,
altrimenti rifiuta. Poiché lalunghezza di y € al piu p(|x|) e R é riconoscibile
in tempo polinomiale (da una MdT deterministica), anche M funziona in
tempo polinomiale. O

Definiamo ora la classe EXPTIME come la famiglia dei linguaggi ri-
conoscibili da una MdT deterministica in un tempo O(2”") per qualche
polinomio p. Applicando allora la Proposizione 2.7.1 e usando la stessa
definizione di NP, otteniamo il seguente risultato.

Proposizione 2.8.2. P < NP < EXPTIME

Esercizio
Mostrare che il problema del Commesso viaggiatore appartiene alla classe
NP.
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2.9 Il problema della soddisfacibilita

In questa sezione illustriamo il problema della soddisfacibilita per formule
booleane in forma normale congiunta.

Innanzitutto ricordiamo che, per definizione, una formula booleana
puo essere un letterale, cioe una variabile x o una variabile negata x, op-
pure una delle seguenti espressioni:

- (7)),

“Pr NP2 A A,

-1V V- Vi),
dove k = 2, mentre ¢, }1,P2,...,¢ sono formule booleane. Nel seguito
rappresenteremo con i simboli di somma e prodotto le tradizionali ope-
razioni v e A. Ogni formula booleana nella quale compaiono k variabili
distinte definisce in modo ovvio una funzione f : {0,1}* — {0, 1}.

Diciamo che una formula booleana ¢ € in forma normale congiunta
(FNC per brevita) se ¢ & un prodotto di clausole di letterali, ovvero

¢=E -E>-...-Eg (2.2)

dove E; = (0j1+ iz +---+ i) perogni i = 1,2,...,k, e ciascun ¢;; € un
letterale.
Un esempio di formula booleana in FNC ¢ dato dall’espressione

k
U Yoy = Qv - [ 1@+ 7).
i=1 i#]
E evidente che U( Y1, ¥2,-.., Yi) vale 1 se e solo se esattamente una delle sue
variabili y; assume valore 1.

Si puo dimostrare che ogni funzione booleana puo essere rappresenta-
ta da una formula in forma normale congiunta. Per verificare questa sem-
plice proprieta, introduciamo la seguente definizione: per ogni variabile x
e ogni c € {0, 1}, poniamo

—c x sec=1
X =
x sec=0

Nota che x¢ assume il valore 1 se e solo se i valori di x e ¢ sono diversi.

Lemma 2.9.1. Sia f:{0,1}'* — {0, 1} una funzione booleana e sia Sy = {c €
{0,13": f(c) = 0} # @. Allora per ogni (x1, X2, ... X,) € {0,1}", denotando con
c il vettore (cy, ¢z, ... cp), abbiamo

(x1,%2,... %) = [ G +%52 +---+ %)
1 2 n
[
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Dimostrazione. Osserviamo che, per la definizione precedente, la clau-
sola (X7' +X,’ +---+X,;) ha valore 1 se e solo se, per qualche i, x; assume
un valore diverso da c;. Ne segue che la produttoria precedente e uguale
a 1 se e solo se la n-pla (x1, x2,...x,) assume un valore in {0,1}" che non
appartiene a Syp. O

Il problema della soddisfacibilita per formule booleane in FNC ¢ defi-
nito nel modo seguente:

Problema SODD-FNC

Istanza: una formula booleana ¢ in forma normale con-
giunta.

Domanda: esiste una assegnamento di valori 0 e 1 alle va-
riabili che rende vera ¢p?

E facile provare che questo problema appartiene a NP. Infatti, su input
¢, una MdT puo scegliere in modo non deterministico un assegnamento
A di valori alle variabili di ¢. Quindi la macchina verifica in modo deter-
ministico se 'assegnamento A rende vera ¢. In caso affermativo la mac-
china accetta, altrimenti rifiuta. E evidente che ogni computazione della
macchina termina dopo un numero polinomiale di passi.

Proposizione 2.9.2. SODD-FNC appartiene alla classe NP.

Esercizi

1. Dare la definizione di formula booleana in forma normale disgiun-
ta e dimostrare che ogni funzione booleana (a un solo valore) puo essere
rappresentata da una formula di questo tipo.

2. 1l problema della soddisfacibilita per formule booleane in forma nor-
male disgiunta appartiene a P?

2.10 Riducibilita polinomiale

Dati due alfabeti %, A e due linguaggi A < ~* e B < A*, diciamo che A ¢
polinomialmente riducibile a B (A <), B) se esiste una funzione f : > —
A*, calcolabile da una MdT deterministica in tempo polinomiale, tale che
per ogni x € X*, x appartiene a A se e solo se f(x) appartiene a B. Diremo
anche che f definisce una riduzione polinomiale da A a B o anche che A ¢
riducibile a B mendiante la funzione f.
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La definizione puo essere chiaramente riformulata per i problemi di
decisione. Consideriamo due problemi n; = (I1,q1) € w2 = (I2, g2), dove
I e I, sono gli insiemi delle istanze, mentre q; e ¢, i rispettivi predicati.
Diciamo che 7; € polinomialmente riducibile a 7, se esiste una funzione
f: I} — I, calcolabile in tempo polinomiale da una MdT deterministica,
tale che per ogni x € I, g1 (x) =1 se e solo se g2 (f(x)) = 1.

Esempio 2.10.1. Un semplice esempio di riducibilita polinomiale si ot-
tiene considerando i problemi Clique e Vertex cover definiti nella sezio-
ne 2.8. Per ogni grafo non orientato G = (V, E) denotiamo con G il grafo
complementare (V, E), dove

E={u,v}:u,veV,u#v{u, v} ¢ E}

Chiamiamo inoltre copertura di G un insieme di vertici B < V tali che, per
ogni {u, v} € E, B contiene almeno uno dei due vertici #, v. Dato ora un
insieme A € V e un intero positivo k < n, dove n = #V, siverifica facilmente
che A & una clique di dimensione k del grafo G se e solose A=V - Ae
una copertura del grafo G formata da n — k nodi. In altre parole, I'istanza
(G, k) per il problema Clique ammette risposta positiva se e solo se l'istanza
(G, n— k) per il problema Vertex cover ammette risposta positiva. Inoltre &
chiaro che (G, n—k) puo essere calcolato in tempo polinomiale da (G, k). Di
conseguenza possiamo affermare che Cligue € polinomialmente riducibile
a Vertex cover.

Le classi P e NP definite nelle sezioni precedenti sono chiaramente
chiuse rispetto alla riduzione polinomiale.

Proposizione 2.10.1. Dati due linguaggi A e B, supponiamo che A sia poli-
nomialmente riducibile a B. Allora se B appartiene aP anche A appartiene
aP. Analogamente, se B appartiene aNP, anche A appartiene a NP.

Dimostrazione.  Sia f una funzione che definisce una riduzione poli-
nomiale da A a B e sia M una MdT che calcola f in tempo p(n), per un
opportuno polinomio p. Se B € P allora esiste una MdT deterministica
M’ che riconosce B in tempo ¢(n), dove g & un altro polinomio opportu-
no. Quindi possiamo definire una MdT deterministica M" che, su input
x € £*, calcola inizialmente la stringa y = f(x) simulando la macchina M
e, successivamente, simula la macchina M’ su input f(x) mantenendo la
risposta di quest’ultima. Poiché la lunghezza di f(x) e al piu data da p(|x|),
la complessita in tempo di M” & maggiorata da un polinomio:

Ty (1x)) < p(xD) + g (p(x])
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In modo analogo si prova che, se B appartiene a NP, anche A appartiene a
NP. O

Usando un ragionamento simile, & facile verificare che la riduzione po-
linomiale gode della proprieta transitiva. Infatti, dati tre linguaggi A <
X*,B< A* e C < T*, supponi che A sia riducibile a B mediante una fun-
zione f calcolabile in un tempo polinomiale p(n), e B sia riducibile a C
mediante una funzione g calcolabile in un tempo polinomiale g(n). Allo-
ra la funzione composta h(x) = g(f(x)) definisce una riduzione da A a C:
per ogni x € X*, x € A se e solo se h(x) € C. La funzione h € calcolabile
da una MdT che, su input x € X*, simula prima la macchina che calcola f,
ottenendo f(x), e quindi la macchina che calcola g, ricavando g(f(x)). 1l
tempo complessivo richiesto € minore o uguale a p(|x|) + g(p(|x])) che & di
nuovo polinomiale poiché lo sono p e q.

2.10.1 Esempi notevoli

In questa sezione presentiamo due esempi significativi di riduzione poli-
nomiale tra problemi di decisione.

Proposizione 2.10.2. SODD-FNC e polinomialmente riducibile a Clique.

Dimostrazione. Descriviamo una funzione f tra le istanze dei due pro-
blemi che definisce la riduzione. Sia ¢ una formula in FNC definita come
nella sezione 2.9, ovvero ¢ = Ey - Ey-...- Ex dove E; = (€1 + Cio+ -+ C}1)
perognii=1,2,...,k, eciascun ¢;; € un letterale. Allora f(¢) e I'istanza del
problema CLIQUE data dall’intero k, pari al numero di clausole di ¢, e dal
grafo G = (V, E) definito nel modo seguente:

SV ={li,j]: i€{l,2,...,khLje{l,2,..., t;}};

-E={jLlw vl i #u lij # Oyl
Quindiinodi di G sono esattamente le occorrenze di letterali in ¢, mentre
i suoi lati sono le coppie di letterali che compaiono in clausole distinte e
che non sono 'uno il negato dell’altro.

E facile verificare che la funzione f & calcolabile in tempo polinomiale.

Proviamo ora che ¢ ammette un assegnamento che la rende vera se e
solo se G ha una clique di dimensione k. Supponiamo che esista un tale
assegnamento A. Chiaramente A assegna valore 1 ad almeno un lettera-
le £;j, per ogni clausola E; di ¢. Sia {ji, jo,..., ji} 'insieme degli indici di
questi letterali. Allora I'insieme C = {[i, j;] : i = 1,2,...,k} € una clique del
grafo G perché, se per qualche i, u € {1,2,...,k}, ¢;j, = £4;,, 'assegnamento
A non potrebbe rendere veri entrambi i letterali.
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Viceversa, sia C € V una clique di G di dimensione k. Allora, per ogni
coppia [i, jl, [u,v]in C, abbiamo i # ue ¢;; # 0y Siaora S; I'insieme delle
variabili x tali che x = ¢;; per qualche [i, j] € C. Analogamente, denotiamo
con Sp I'insieme delle variabili y tali che y = ¢;; per qualche [i, j] € C. De-
finiamo ora I'assegnamento A che attribuisce valore 1 alle variabili in S; e
valore 0 alle variabili in Sy. A € ben definito perché, essendo C una clique,
I'intersezione S; N Sy € vuota. Inoltre A rende vera la formula ¢, perché per
ogni clausola E; vi & un letterale ¢;, che assume valore 1. O

Un altro esempio diriduzione polinomiale riguarda il problema 3-SODD-
FNC. Quest’ultimo & una variante di SODD-FNC che si ottiene restringen-
do le istanze alle formule booleane in FNC che possiedono solo clausole
con 3 letterali.

Problema 3-SODD-FNC

Istanza: un formula booleana ¢ = F, - F> ... Fy, dove F; =
(li1+¥€ix+;3) perognii=1,2,...,k e ogni/;; e una variabile
0 una variabile negata.

Domanda: esiste una assegnamento di valori 0 e 1 alle va-
riabili che rende vera ¢?

Proposizione 2.10.3. SODD-FNC e polinomialmente riducibile a3-SODD-
FNC.

Dimostrazione. Sia ¢ una formula booleana in FNC e sia E = (¢1 + {2 +
--++¢;) una clausola di ¢ dotata di ¢ = 4 letterali. Sostituiamo E in ¢ con
un prodotto di clausole f(E) definito da

fEY=WC1+la+y1)-Us+Y1+Y2) - (a+Yo+y3) oo oo+ Vi—a+ Yi-3) - i1+ € +Yi-3)

dove y1,¥2,..., ¥t—3 sono nuove variabili.

Proviamo ora che esiste un assegnamento che rende vera la clausola
E se e solo se ne esiste uno che rende vera f(E). Infatti, se per qualche i
¢; =1, basta porre y; = 1 perogni j<i—1e y; =0perogni j=i-1;in
questo modo otteniamo un assegnamento che rende vera f(E). Viceversa,
se esiste un assegnamento che rende vera f(E) allora deve esistere qualche
letterale ¢; che assume valore 1. Altrimenti e facile verificare che il valore
di f(E) sarebbe 0. Ne segue che lo stesso assegnamento rende vera la E.

Operando questa sostituzione per tutte le clausole di ¢ dotate di pit1
di 3 addendi, otteniamo una formula 3-FNC che soddisfa le condizioni ri-
chieste. E inoltre evidente che il tempo di calcolo necessario per realizzare
la sostituzione € polinomiale. a



108 Introduzione alla calcolabilita e alla complessita computazionale

2.11 Problemi NP-completi

Diciamo che un problema di decisione 7 € NP-completo se m appartiene a
NP e inoltre ogni altro problema in NP € polinomialmente riducibile a 7.

Intuitivamente i problemi NP-completi sono i problemi pit difficili nel-
la classe NP. L'esistenza di un algoritmo che risolve in tempo polinomia-
le un problema NP-completo implicherebbe I'’equivalenza delle classi P e
NP. Anche se non e stato ancora provato che le due classi sono diverse, tut-
tavia I'ipotesi P=NP & considerata molto improbabile. Quindi dimostrare
che un problema 7 &€ NP-completo significa sostanzialmente provare che
il problema é intrattabile ovvero che, quasi certamente, 7 non ammette
algoritmi di soluzione che lavorano in tempo polinomiale.

Notiamo che la definizione di problema NP-completo € simile a quella
di insieme completo nella famiglia degli insiemi ricorsivamente numerabi-
li (r.n.) presentata nella sezione 1.14. Le due problematiche e gli argomen-
ti relativi appaiono pero molto diversi. Infatti, come sappiamo, si dimo-
stra facilmente che un insieme completo non puo essere ricorsivo mentre,
al contrario, non é stato ancora provato che i problemi NP-completi non
appartengono alla classe P.

La teoria della NP-completezza si € sviluppata storicamente a parti-
re dal seguente risultato che ha dimostrato per la prima volta I'esisten-
za di problemi NP-completi. In [12] si puo trovare una prima raccolta di
problemi di questo tipo e una trattazione delle principali tematiche asso-
ciate. Questa classe di problemi & presentata e studiata nel dettaglio in
gran parte dei testi di complessita computazionale e analisi di algoritmi
(1, 2,6, 14, 16, 13, 18].

Teorema2.11.1. (Cook-Levin, 1971) Il problema SODD-ENC é NP-completo.

Dimostrazione. Nella sezione (2.9) abbiamo gia dimostrato che il proble-
ma appartiene a NP. Dobbiamo quindi provare che ogni problema 7 € NP e
polinomialmente riducibile a SODD-FNC. In altre parole, vogliamo dimo-
strare che per ogni MdT non deterministica M che lavora in tempo polino-
miale, esiste una funzione f calcolabile in tempo polinomiale che associa
a ciascuna stringa di input w di M una formula booleana ¢, in forma nor-
male congiunta, tale che w e accettata dalla macchina se e solo se esiste
un assegnamento di valori alle variabili che rende vera ¢.

Senza perdita di generalita, possiamo supporre che M abbia un solo
nastro e che, per un opportuno polinomio p e per ogni input w di M,
tutte le computazione della macchina su w abbiano la stessa lunghezza
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p(lwl). Infatti, se M non soddisfa quest’ultima condizione, possiamo sem-
pre costruire una nuova macchina che, su input w, prima calcola p(|w/),
poi simula M su w tenendo un contatore del numero di mosse eseguite e
prolungando ogni computazione fino a p(|w|) passi.

Supponiamo inoltre che la macchina M sia definitada M = (Q, ¢1,T, Z,6, gs),
dove Q = {q1,92,.-.,q9z}, T ={a1,a,...,a,} e s €{2,3,..., 2z}, per opportuni
z,r € N. Data ora una stringa w € X* di lunghezza n, ogni computazio-
ne di M su w e una sequenza di p(n) + 1 configurazioni, ciascuna delle
quali & rappresentabile come sappiamo da una stringa uqv tale che g € Q,
u,vel* eluv| < p(n)+1. La corrispondente formula ¢ = f(w) sara de-
finita su tre tipi di variabili Booleane: S(u, t),C(i, j, t) e L(i, t), dove gli in-
dici u, t, i, j variano in modo opportuno. I significato intuitivo di queste
variabili e il seguente:

- lavariabile S(u, t) assumera il valore 1 se al tempo ¢ la macchina si trova
nello stato gy;

- la variabile C(i, j, ) assumera valore 1 se al tempo ¢ nella cella i-esima
si trova il simbolo a;;

- lavariabile L(i, t) assumera il valore 1 se al tempo ¢ la testina di lettura &
posizionata sulla cella i-esima.

Negli altri casi le tre variabili assumeranno valore 0. E chiaro che u do-
vra rappresentare uno stato e quindi u € {1,2,..., z}; t invece rappresenta il
tempo e di conseguenza ¢ € {0,1,..., p(n)}, mentre i e j denotano rispetti-
vamente una cella del nastro e un simbolo dell’alfabeto di lavoro, per cui
ie{l,2,...,p(m+1tejefl,2,...,r}.

Un assegnamento di valori 0 e 1 a queste variabili rappresenta una
computazione accettante di M su input w se le seguenti condizioni sono
soddisfatte:

1. per ogni t esiste un solo u tale che S(u, ) = 1 ovvero, in ogni istante
la macchina si puo trovare in un solo stato;

2. per ogni t esiste un solo i tale che L(i, t) = 1 ovvero, in ogni istante la
macchina legge esattamente una cella;

3. perognit e ogni i esiste un solo j tale che C(i, j, t) = 1 ovvero, in ogni
istante ciascuna cella contiene esattamente un simbolo;
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4. ivalori delle variabili che hanno indice ¢ = 0 rappresentano la confi-
gurazione iniziale su input w;

5. la variabile S(s, p(n)) assume valore 1, ovvero M raggiunge lo stato
accettante al termine della computazione;

6. perognifeognii,se L(i,t) =0, allorale variabili C(i, j, t) e C(i, j, t +
1) assumono lo stesso valore. In altre parole il contenuto delle celle
che non sono lette dalla macchina in un dato istante, resta invariato
all’istante successivo;

7. seinvece L(i,t) = 1, allora il valore delle variabili C(i, j, £+ 1), S(u, t +

1) e L(i, t + 1) rispettano le mosse della macchina all’istante .

Associamo ora a ciascuna condizione una formula booleana, definita

sulle variabili date, in modo tale che ogni assegnamento soddisfi la condi-
zione se e solo se rende vera la formula associata. A tale scopo utilizziamo
I'espressione U(y1,y2,..., ¥x) definita nella sezione 2.9 che assume valo-
re 1 se e solo se una sola delle sue variabili y,, )»,..., yx possiede valore
1. La sua lunghezza é limitata da un polinomio nel numero delle variabili
(sicuramente possiamo affermare che, per k crescente, |U(y1, ¥2,..., Vi)l =
O(k?)).

1. La prima condizione richiede che per ogni ¢ vi sia un solo u tale che

S(u, t) = 1. Possiamo allora scrivere la seguente formula

p(n)
A= usa,n,s@n,...,S10)

t=0
la cui lunghezza & chiaramente O(np(n)), perché z € una costante
che dipende solo da M (non dalla dimensione dell'input) e inoltre
ogni t e rappresentabile da 1 + [log, p(n)] = O(n) bit. E chiaro che
un assegnamento rende vera la formula A se e solo se soddisfa la
condizione 1.

Le altre formule si ottengono in modo simile e hanno tutte lunghezza
polinomiale in 7.

p(n)

2. B= [ U@, n,L2,0),...,L(p(n) +1,1)

t=0

3. c=JJui,1,0,C30,2,1),...,C(, 1, 1)

t,i
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4. Supponendo che w = x1x;--- X, e rappresentando impropriamente
gli indici di § e di ogni x;, definiamo

n p(n)+1
D=5(1,00-L(1,0)- [[ C(i,x;,0)- [] C(i,5,0)
i=1 i=n+1

5. E=S(s,p(n))

6. Per rappresentare la sesta condizione, per ogni coppia di variabili
booleane x e y, denotiamo con x = y I'espressione (x+7) - (x + y).
Tale formula vale 1 se e solo se le variabili x e y assumono lo stesso
valore. Allora, per ogni i e ogni t (¢ # p(n)), definiamo

Fir=LG, 0+ [](CG,j,0=C(,j,t+1)
j=1

Tale formula non € in forma normale congiunta. Tuttavia, per il Lem-
ma 2.9.1, esiste una formula F;; in forma normale congiunta equiva-
lente a Fj;, per ogni i e ogni t. Nota anche che ogni F;; possiede
un numero costante di letterali, un numero cioe che dipende solo
dalla macchina M e non da #; la sua lunghezza quindi & dell’ordine
O(log n) dovendo mantenere un numero costante di indici i, j, . Lo
stesso discorso vale per F;, e di conseguenza anche la sua lunghezza
e dell’ordine O(logn). Possiamo quindi definire la formula

pn)-1p(n)+1 B
F= 11 Il Eu
t=0 i=1
che risulta in forma normale congiunta e possiede una lunghezza

O(p(n)®logn).

7. Perogni u,t,i, j definiamo

+ > SW,t+1)-Cl,j t+1)-Li+¢,t+1))
(qur,ajr,é)eé(qu,aj)

Osserviamo che anche questa formula non € in forma normale con-
giunta. Tuttavia, per quanto dimostrato nella sezione 2.9, sappia-
mo che esiste una formula equivalente in FNC che denoteremo con
Guri j- Con un ragionamento analogo al precedente si pud verificare
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che anche la lunghezza di G;; j € O(logn). Ne segue che la formula
associata alla settima condizione e

G= [] Gusj

u,t,i,j
e pure la sua lunghezza risulta polinomiale in 7.

Poiché 'espressione U ¢ in forma normale congiunta, tutte le formule
precedenti sono in FNC. Di conseguenza, anche la formula ¢, ottenuta dal
prodotto booleano delle formule precedenti, & in FNC:

¢p=A-B-C-D-E-F-G

Tale formula seleziona esattamente gli assegnamenti che rappresentano
computazioni accettanti di M su input w. Possiamo allora affermare che
esiste un assegnamento che rende vera la formula ¢ se e solo la macchina
M accetta l'input w.

E inoltre facile verificare che, per una qualsiasi fissata MdT non de-
terministica M, la formula ¢ puo essere costruita in tempo polinomiale a
partire dall'input w. O

Poiché la riducibilita polinomiale gode della proprieta transitiva, se
SODD-FNC ¢ polinomialmente riducibile a un problema 7 € NP, anche
quest’ultimo risulta NP-completo. Applicando quindi i risultati presentati
nella sezione precedente, possiamo enunciare la seguente proposizione.

Corollario 2.11.2. I problemiClique, Vertex cover e 3-SODD-FNC sono NP-
completi.

2.12 Complessita in spazio

In questa sezione studiamo la complessita in spazio di una macchina di
Turing intesa come quantita di memoria necessaria per svolgere una com-
putazione. Innazitutto, definiamo un modello di macchina che metta in
evidenza tale grandezza, distinguendola dallo spazio necessario per man-
tenere I'input ed eventualmente I'output della computazione. Infatti, vo-
gliamo valutare solo lo spazio strettamente necessario per eseguire la com-
putazione.

Una macchina di Turing off-line € una MdT deterministica dotata di
un nastro di ingresso, un nastro di lavoro ed eventualmente un nastro di
output con le seguenti proprieta:
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1. il nastro di ingresso & a sola lettura e contiene l'input x = x1x2--- X,
delimitato da due simboli particolari, > e $, che non appartengono
all’alfabeto d’ingresso e segnalano le celle tra le quali la testina si puo
muovere. Quest’ultima quindi puo solo leggere il contenuto di una
cella ma non lo puo modificare, si puo spostare di una posizione in
entrambe le direzioni tranne quando scandisce le celle che delimita-
no I'input; su queste celle, leggendo > 0 $, la testina si sposta sempre
rispettivamente a destra e a sinistra.

‘ > ‘ xl‘ xz‘ ‘xn $ ‘ -+ Nastro di ingresso

I

2. Il nastro di lavoro e a lettura e scrittura. Inizialmente tutte le sue
celle contengono il blank e la testina & posizionata sulla prima cella.
Come al solito supponiamo che leggendo la prima cella la macchi-
na muova sempre la testina verso destra (questo vincolo puo essere
garantito stampando sempre un simbolo speciale su tale cella).

3. Il nastro di output & usato solo nelle macchine che calcolano una
funzione (nel caso di semplici accettori non e effettivamente neces-
sario). Inizialmente contiene solo blank, la sua testina puo unica-
mente scrivere sulla cella scandita e, dopo aver stampato un simbo-
lo, si muove sempre di una posizione verso destra.

Come sempre inizialmente tutte le testine sono collocate sulla prima cella
del nastro e la macchina si trova nello stato iniziale. Il suo funzionamento
& determinato dalla funzione transizione, definita come per le MdT a piu
nastri con i vincoli descritti sopra. Anche il linguaggio accettato dalla mac-
china (o la funzione calcolata) sono definite come nel caso tradizionale.
Per ogni MdT off-line M e ogni suo input x denotiamo con Sys(x) il
massimo numero di celle usate sul nastro di lavoro durante la computa-
zione di M su x. Formalmente, se {Cy,Cy,...,C),,...} € la computazione
di M su x (finita o infinita). Possiamo denotare con s; la lunghezza della
porzione non-blank del nastro di lavoro in ciascuna C;. Allora definiamo

Sy(x) =max{s; |i=0,1,...,m,...}

con la convenzione che Sy;(x) = +oo se la macchina M non termina su
input x e la successione {s;};cy non ammette massimo. Inoltre, per ogni
n € N definiamo

Sm(n) = max{Sy(x) | |x| = n}
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D’ora in poi, quando parleremo dello spazio richiesto da una MdT per rico-
noscere un certo linguaggio o calcolare una data funzione, faremo sempre
riferimento al modello off-line.

Esempio 2.12.1. Considera il linguaggio L = {x € {a,b}* | x = x&} dell’e-
sempio 2.5.1. Tale linguaggio puo essere riconosciuto da una MdT off-line
che copia l'input sul nastro di lavoro, riposiziona la testina di quest’ultimo
sulla cella iniziale e quindi legge contemporaneamente il nastro di ingres-
so e quello di lavoro rispettivamente da destra verso sinistra e da sinistra
verso destra, controllando che i simboli scanditi siano uguali; se ne trova
due diversi rifiuta altrimenti accetta. E chiaro che questa MdT funziona in
spazio O(n) e tempo O(n). Lo stesso linguaggio puo essere riconosciuto in
spazio ©(logn) e tempo 0O(n? logn) da una MdT off-line che prima calco-
lala lunghezza n dell’'input in notazione binaria sul nastro di lavoro e poi,
perognii=1,2,...,|n/2], controlla che i simboli sul nastro di ingresso in
posizione i +1 e n—i + 2 siano uguali. Nota che il calcolo di questi interi
e delle corrispondenti posizioni sul nastro di ingresso puo essere sempre
svolto in spazio O(logn).

Oltre al modello deterministico, si puo definire la MdT off-line non de-
terministica. L'unica differenza rispetto al modello deterministico & che in
questo caso la funzione transizione definisce un insieme di possibili mosse
che la macchina puo compiere ad ogni passo. Chiaramente tale insieme &
finito e dipende solo dai simboli letti sul nastro di ingresso e su quello di
lavoro e dallo stato corrente della macchina. In questo modo ci possono
essere pill computazioni su un dato input, una per ogni sequenza di pos-
sibili scelte compiute dalla macchina a ciascun passo. Se M ¢ una MdT
off-line non deterministica, per ogni input x il valore Sy;(x) sara definito
in maniera corrispondente: esso rappresenta il massimo numero di celle
del nastro di lavoro utilizzate in una qualunque computazione di M su x.
Analogamente Sys(n) & il massimo di questi valori al variare di x tra tutti gli
input di lunghezza n, per ogni n € N.

Data una funzione f:N, — R, tale che f(n) = 1 per ogni n abbastanza
grande, diremo che una MdT off-line M funziona (o lavora) in spazio f(n)
se Sy(n) < max{l,[f(n)]}. Cosi le classi DSPACE(f(n)) e NSPACE(f(n))
sono definite come la famiglia dei linguaggi riconosciuti rispettivamente
da MdT deterministiche e non deterministiche che funzionano in spazio

fn).



Capitolo 2. Complessita sequenziale 115

DSPACE(f(n)) = {L |IM det.: L= L(M), Sp(n) = max{l,[f(n)} } (2.3)

NSPACE(f(n)) ={L|3dM nondet. : L= L(M), Sp(n) = max{l,[f(n)1}}
2.4)

Per la complessita in spazio valgono le seguenti proprieta, analoghe
a quelle relative al tempo di calcolo presentate nelle sezioni precedenti
(anche le prove sono simili):

1. Una MdT off-line con pilt nastri di lavoro ¢ definita in maniera ov-
via: si tratta di una MdT off-line dotata pero di k > 1 nastri di lavoro
(invece di uno solo) che funzionano come nel caso tradizionale. Tut-
tavia si puo dimostrare che tale modello non incrementa la famiglia
dilinguaggi riconosciuti in un dato spazio. Pii precisamente, possia-
mo dire che un linguaggio L € riconosciuto da una MdT off-line con
k > 1 nastri di lavoro in spazio S(n) se ogni computazione su input
di lunghezza n richiede al piu S(n) celle su ciascun nastro (esclusi
quelli di input e output). Si dimostra che un tale linguaggio ¢ sem-
pre riconoscibile da una MdT off-line con un solo nastro di lavoro
che funziona in spazio S(n). Come nei casi precedenti I'idea della
prova consiste nell’espandere opportunamento 1’alfabeto di lavoro
della macchina.

2. Sipuo dimostrare che se un linguaggio L e riconosciuto da una MdT
che funziona in spazio S(n) allora, per ogni c¢ > 0, L & riconosciuto in
spazio ¢S(n). Possiamo quindi sempre ridurre di un fattore costante
lo spazio richiesto per riconoscere un dato linguaggio. La dimostra-
zione di questo risultato e simile a quella della Proposizione 2.5.2 e
si ottiene ancora espandendo in modo opportuno 'alfabeto di la-
voro della macchina. La stessa proprieta vale anche nel caso non
deterministico. Di conseguenza, DSPACE(S(n)) = DSPACE(cS(n)) e
NSPACE(S(n)) = NSPACE(cS(n)) per ogni ¢ > 0. Cosi, per ogni f :
N — R, le classi DSPACE(f(n)) e NSPACE( f (n)) dipendono solo dal-
I'ordine di grandezza di f(n).

3. Ogni MdT che funziona in spazio f(n), per una qualunque funzio-
ne f:N — R, puo essere simulata da una MdT che si ferma su tutti
gli input e richiede lo stesso spazio di memoria. Pili precisamente,
per ogni MdT M che lavora in spazio f(n) esiste una MdT M’ che
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funziona sempre in spazio f(n), si ferma su tutti gli input e ricono-
sce esattamente il linguaggio delle stringhe di input accettate da M
(ovvero M’ siferma e rifiuta anche su quelle stringhe di ingresso sulle
quali M non si ferma). Nella prossima sezione vedremo come nei ca-
si significativi il tempo di calcolo di M’ sia limitato da una funzione
esponenziale in f.

4. Le seguenti inclusioni si dimostrano facilmente a partire dalle defi-
nizioni precedenti:

DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n))
DTIME(f(n)) < DSPACE(f(n))
NTIME(f(n)) < NSPACE(f(n))

Sono di particolare importanza le seguenti classi di complessita:

L =DSPACE(logn) , NL = NSPACE(logn) ,

PSPACE = | J DSPACE(n¥),  NPSPACE = | ] NSPACE(n")
keN keN

Un’altra classe significativa e la famiglia NSPACE(n) dei linguaggi ri-
conoscibili in spazio lineare da una MdT non deterministica. Infatti non &
difficile dimostrare che tale classe coincide con la famiglia dei linguaggi di-
pendenti da contesto definita nella sezione 2.2 (vedi per esempio [14, sez.
9.3).

2.13 Relazioni tra classi di complessita

In questa sezione confrontiamo le varie classi di complessita in tempo e
spazio introdotte nelle sezioni precedenti. Un primo risultato riguarda la
simulazione delle MdT non deterministiche che lavorano in un dato tem-
po, mediante macchine di Turing deterministiche. Sappiamo gia che que-
sta simulazione € possibile a patto di rendere esponenziale il tempo di cal-
colo (Proposizione 2.7.1). Valutiamo ora lo spazio di memoria richiesto da
questa computazione.

Proposizione 2.13.1. Per ogni funzione f :N — R, vale l'inclusione

NTIME(f(n)) < DSPACE(f (n))



Capitolo 2. Complessita sequenziale 117

Dimostrazione. Sia N una MdT non deterministica che funziona in tem-
po f(n). Possiamo definire una MdT off-line deterministica M che su in-
put x esegue la procedura definita nella dimostrazione della Proposizione
2.7.1. La macchina M esplora I'albero di computazione di N su x mante-
nendo e aggiornando nel nastro di lavoro la sequenza di scelte compiute
da N su tale input; queste sono rappresentate da successioni finite di interi
(c1,¢2,...,¢i), dove 1 < ¢j < d per ogni j, essendo d € N il grado di ambigui-
ta (o di nondeterminismo) di N, e i < f(|x|). Durante la simulazione M
mantiene sul nastro di lavoro anche la configurazione corrente di N, che
ha al pit1 lunghezza f(|x]). Inoltre M puo mantenere nel suo controllo fi-
nito le informazioni relative alla funzione transizione e agli stati di N. Cosl
I'intera computazione puo essere eseguita in spazio O(f (|x])). O

Applicando la proposizione precedente alle funzioni polinomiali otte-
niamo immediatamente il seguente risultato.

Corollario 2.13.2.
NP < PSPACE

Valutiamo ora il tempo richiesto da una macchina deterministica per
simulare una non deterministica che lavora in un dato spazio. In questo
caso possiamo illustrare il funzionamento della procedura mediante il gra-
fo delle configurazioni di una macchina di Turing. Tale grafo & definito nel
modo seguente.

Considera una MdT off-line non deterministica N (a un solo nastro di
lavoro) che funziona in spazio f(n) = log, n e sia x uninputdi N. Ogni con-
figurazione raggiungibile da IV in una qualsiasi computazione sull'input x
é rappresentabile da una coppia (i, uqv) dove i € N soddisfa la condizione
1<i<|x|+2 edenota la posizione della testina di lettura sul nastro di in-
put, g ¢ lo stato corrente e uv € la porzione non blank del nastro di lavoro.
Se n = |x| allora I'intero i e rappresentabile da una stringa binaria di lun-
ghezza O(logn). Quindi, poiché N funziona in spazio f(n) e f(n) = log, n,
ogni configurazione é rappresentabile da una stringa di lunghezza O(f (n)).
Inoltre, il numero totale di queste configurazioni & O(nd/ ") per qualche
d > 1 dipendente solo da N. Definiamo allora il grafo G(V, x) come un gra-
fo orientato nel quale I'insieme deinodi V ¢ la famiglia delle configurazioni
(i, uqgv) sopra definite, mentre 'insieme dei lati E € dato da tutte le coppie
(a,B) e V x Vtaliche a -y, B (cioe quando N nella configurazione a, con
x sul nastro di ingresso, puo raggiungere in un passo la configurazione f).

Il grafo G(N, x) & appunto chiamato grafo delle configurazioni di N su
x. Nota che tra i nodi di G(N, x) si trova certamente la coppia Cy = (1, qo)
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che rappresenta la configurazione iniziale di N. Inoltre x & accettata da
N se e solo se esiste in G(N, x) un cammino da Cp ad una configurazione
accettate, ovvero un nodo (i, uq,v), dove ¢, € lo stato di accettazione di N.

Proposizione 2.13.3. Sia f :N — R, una funzione tale che f(n) = log, n,
per ogni n € N. Allora, per ogni L € NSPACE(f (n)) esiste ¢ > 1 tale che L €
DTIME(c/ ™).

Dimostrazione. Sia L un linguaggio in NSPACE(f(n)) e sia N una MdT
off-line non deterministica che riconosce L in spazio f(n). Per un qualsia-
si input x di N possiamo considerare il grafo delle configurazioni G(N, x).
Per la discussione precedente sappiamo che x e accettato da N se e solo se
esiste in G(V, x) un cammino dalla configurazione iniziale Cy di N ad una
configurazione accettate. Abbiamo quindi ricondotto il problema di rico-
noscere il linguaggio L a un problema di raggiungibilita su grafi che sap-
piamo essere risolubile da una MdT deterministica in tempo polinomiale
(nel numero di nodi del grafo) [1, 6, 4]. Nel nostro caso specifico, non oc-
corre generare l'intero grafo G(N,x). E sufficiente, su input x, esplorare
G(N, x) in ampiezza o in profondita a partire dal nodo Cp, incorporando
negli stati e nella funzione transizione della macchina deterministica le in-
formazioni che permettono di generare, a partire da un nodo a di G(N, x),
tutti i nodi g tali che a@ -y x B. Volendo applicare una visita in ampiezza,
una macchina deterministica M (a piu nastri) pué mantenere I'input x sul
nastro di ingresso rendendolo a sola lettura, conservare nel secondo nastro
il nodo corrente di G(N, x) e mantenere nel terzo la lista dei nodi visitati in
ordine di distanza dalla sorgente Cp; in questo modo gli ultimi elementi
della lista, opportunamente marcati, formano la coda che guida la visita.
Usando questi tre nastri la macchina deterministica puo eseguire la visi-
ta in ampiezza in modo tradizionale: preleva il primo nodo della coda dal
terzo nastro, lo marca come esterno alla coda senza pero cancellarlo dalla
lista, lo ricopia sul secondo nastro e ne genera i nodi adiacenti; se uno di
questi € accettante la macchina M accetta e si ferma, altrimenti per cia-
scuno di questi M controlla se non sia gia stato raggiunto durante la visita
(scorrendo il terzo nastro) e in questo caso lo aggiunge in fondo alla coda
(altrimenti lo scarta). Se la coda si svuota senza che la macchina abbia ac-
cettato, M rifiuta e si ferma. Valutiamo ora il tempo di calcolo richiesto da
M. Se n = |x| il numero di nodi di G(N, x) & O(nd/"™) per qualche d > 1
costante e ciascuno di questi richiede al pitt O((logn + f (1)) nd/™) passi
per essere processato. Quindi, per le ipotesi su f, il tempo complessivo
richiesto da M risulta O(c¢/™) per qualche ¢ > 1. ]
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Applicando la proposizione appena dimostrata si provano immediata-
mente i due seguenti risultati:
- per ogni funzione f:N — R tale che f(n) =logn (VrneN),

NSPACE(f (n) < | DTIME(K/ ")
k>1

-NLcP
Combinando questi risultati con le proprieta ottenute in precedenza si
ricava la seguente catena di inclusioni.

Corollario 2.13.4. L < NL <P < NP c PSPACE

2.14 Complessitain spazio del problema della raggiun-
gibilita

Dalla dimostrazione della proposizione 2.13.3 € chiaro che il problema del-
la raggiungibilita su grafi gioca un ruolo importante nell’analisi delle classi
di complessita in spazio. Abbiamo gia incontrato questo problema nella
sezione 2.5.1. Come sappiamo esso consiste nel verificare, dato un grafo
orientato G = (V,E) e due nodi u,v € V, se esiste un cammino da u a v
in G. La dimensione dell’istanza & qui data dal numero 7 di nodi di G. E
facile verificare che il problema della raggiungibilita é risolubile in spazio
O(logn) da una macchina non deterministica.

Proposizione 2.14.1. [l problema della raggiungibilita appartiene alla clas-
seNL.

Dimostrazione. ~ Possiamo considerare una MdT off-line che su input
(G,u,v), con G di n nodi, genera in modo non deterministico un cammi-
no di lunghezza al piti n — 1 partendo dal nodo u. Dato un nodo x del
cammino si puo scegliere quello successivo in modo non deterministico
tra i vertici adiacenti a x. Se durante questo processo si incontra il nodo
v la macchina accetta, in caso contrario rifiuta. Inoltre, per eseguire que-
sto calcolo, la macchina pud mantenere sul nastro di lavoro 'ultimo nodo
corrente raggiunto (cancellando il precedente) e lalunghezza del cammino
parziale generato, in modo da verificare che sia minore di n. Tutte le altre
informazioni, necessarie per generare uno dopo I'altro tutti i nodi del cam-
mino, sono ricavabili dalla lettura dell’'input. Quindi questa computazione
richiede spazio O(logn). g
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Usando invece una MdT deterministica possiamo risolvere il problema
della raggiungibilita in tempo polinomiale, come implicitamente dimo-
strato nella proposizione 2.13.3. Tuttavia la visita in ampiezza usata in quel
caso (cosi come una eventuale visita in profondita) richiedono nel caso
peggiore uno spazio ©(n) per mantenere la coda (rispettivamente, la pila)
che esegue il calcolo. E invece possibile descrivere un algoritmo che risol-
ve il problema della raggiungibilita in spazio O((log n)?), richiedendo pero
un tempo di calcolo che non & piut polinomiale nelle dimensioni dell'input
(osserviamo anche che non & ancora noto se la classe DSPACE(log? n) sia
inclusa in P).

Teorema 2.14.2. [l problema della raggiungibilita appartiene a DSPACE
(log2 n.

Dimostrazione.  Consideriamo un grafo orientato G = (V, E) di n nodi.
Per ogni coppia di nodi x, y € V e ogni i € N possiamo definire il predicato
C(x,y,i) chevale 1 sein G esiste un cammino da x a y di lunghezza minore
o uguale a 2i e 0 altrimenti. E evidente che esiste un cammino da u a v
in G se e solo se C(u, v, [log, n]) = 1. Il problema della raggiungibilita puo
essere quindi risolto da un algoritmo che calcola C(x, y, i) per una qualun-
que coppiadinodi x, y € V e un qualunque intero i tale che 0 < i < [log, n].
Un algoritmo di questo genere e descritto dalla seguente procedura ricor-
siva nella quale, per semplicita, rappresentiamo ogni nodo z € V come un
intero compreso tra 1 e n.

Procedura Raggiunge(x, y, i)
thenreturn 1

if i=0 thenif x=yV(x,))€E
if i enif x=yv(xy) { elsereturn0

else
begin
c=0
z=1

while ¢c=0Az=<n do
a = Raggiunge(x,z,i—1)
b = Raggiunge(z,y,i —1)
if a=1Ab=1 thenc=1
elsez=2z+1
returnc
end
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Questa procedura calcola correttamente il predicato C(x, y, i), infatti
per ogni i > 0 esiste un cammino da x a y di lunghezza al pii1 2’ se e solo
se, per qualche z € V ne esiste uno da x a z e uno da z a y, entrambi lun-
ghezza minore a uguale a 2/~!. 1l nostro algoritmo si riduce alla semplice
chiamata della procedura Raggiunge sull’input (u, v, [log, n]). La natura-
le versione iterativa di questo algoritmo puo essere eseguito da una MdT
off-line deterministica M che mantiene sul nastro di ingresso il grafo G e
I'input (u, v, [log, n1), e utilizza due nastri di lavoro: nel primo M man-
tiene la pila che esegue la ricorsione, formata da una sequenza di record di
attivazione, uno per ogni chiamata aperta e non ancora conclusa, con il re-
cord in cima alla pila collocato pil1 a destra nel nastro; sul secondo nastro
di lavoro M esegue gli altri calcoli necessari, tra cui i confronti tra i nodi
e il calcolo degli interi via via considerati. Qui, ogni record di attivazione
é essenzialmente ridotto alla tripla (x, y,i) su cui e eseguita la chiamata,
insieme all'indirizzo di ritorno e agli altri parametri necessari per esegui-
re il procedimento. Avendo (x, y,1) in cima alla pila, se i = 0, M calcola il
valore richiesto semplicemente confrontando x e y o leggendo I'input sul
nastro di ingresso. Se invece i >0, M genera le triple (x, z,i — 1) per tutti gli
z € V e per ciascuno di questi calcola il valore cercato inserendo (il record
di attivazione di) (x, z,i — 1) in cima alla pila e riapplicando il procedimen-
to; se il valore ottenuto é 1 la macchina cancella (x, z,i — 1) dalla cima della
pila e inserisce la tripla (z, y,i — 1), ripetendo di nuovo il calcolo per que-
st'ultima. Se invece il valore & 0 la macchina passa a considerare un valore
di z successivo, fino eventualmente a riportare il valore 0 anche alla tripla
precedente (x, y,i). M puo quindi gestire correttamente la ricorsione leg-
gendo il nastro di input e confrontando ripetutamente le due triple che si
trovano in cima alla pila.

E chiaro che durante la computazione la pila contiene al piu [log, 7]
triple (x,z,i — 1) ciascuna delle quali richiede uno spazio O(logn) per es-
sere conservata. Ne segue che lo spazio richiesto dal primo nastro di lavo-
ro & O((log n)?) mentre lo spazio utilizzato sul secondo rimane dell’ordine
O(logn). O

2.14.1 1l teorema di Savitch

Presentiamo ora un risultato particolarmente significativo riguardante il
confronto tra classi di complessita in spazio deterministiche e non deter-
ministiche. Vogliamo mostrare che ogni MdT non deterministica funzio-
nante in spazio f(n) puo essere simulata da una deterministica che lavora
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in spazio f(n)?. Per dimostrare questa proprieta occorre perd assumere
una condizione di regolarita della funzione f che eviti esplicitamente le
funzioni piu strane o troppo particolari che comunque non rappresente-
rebbero classi di complessita significative.

Definizione 2.14.1. Diciamo che una funzione f : N — R, espazio costrui-
bile se esiste una MdT off-line deterministica che su ogni input di dimensio-
ne n occupa sul nastro di lavoro esattamente spazio [ f (n)].

Sipuo dimostrare che la famiglia delle funzioni spazio costruibili € mol-
to ampia 2. Essa include tutte le funzioni rilevanti che possono rappresen-
tare il tempo o lo spazio richiesto da computazioni significative. Risultano
spazio costruibili le funzioni che associano ad ogni n € N i valori log, n, n,
n*e (log, n)¥ per ogni k € N, 2", n!. In particolare, si pud provare che se
due funzioni f, g sono spazio costruibili, anche f+g, f-g e 2/ sono spazio
costruibili.

Teorema 2.14.3. (Savitch, 1970) Se f : N — R, e spazio costruibile e f(n) =
log, n per ogni n €N, allora vale l'inclusione

NSPACE(f (n)) < DSPACE(f(n)z)

Dimostrazione. Sia L un linguaggio riconosciuto da una MdT non deter-
ministica N che lavora in spazio f(n). Senza perdita di generalita possia-
mo supporre che su ogni input x la macchina N possa raggiungere al piu
un’unica configurazione accettante. Infatti, sappiamo che N possiede un
unico stato accettante p e possiamo supporre che, appena prima di en-
trare in p, N stampi un simbolo convenzionale sulle prime f(|x|) celle del
nastro di lavoro (lo puo fare perché f e spazio costruibile) e quindi sposti
entrambe le testine all'inizio del nastro. Cosi, per ogni input x, possiamo
denotare con Ay la configurazione accettante di N. Possiamo allora defi-
nire una MdT off-line deterministica M che su ogni input x di N verifica
se nel grafo delle configurazioni G(N, x) la configurazione accettante Ay &
raggiungibile dalla configurazione iniziale Cy. A tale scopo M puo eseguire
la procedura Raggiunge descritta nella dimostrazione del teorema 2.14.2.
In questo modo la macchina risolve di fatto il problema di raggiungibili-
ta sull’istanza formata dal grafo G(V, x) e dai nodi Cy e Ax. Poiché f e
spazio costruibile M puo generare i nodi richiesti dalla procedura senza
bisogno di costruire effettivamente I'intero grafo G(IV, x). Usando gli sta-
ti e la funzione transizione di N, insieme all’input x, la macchina M puo

2In letteratura queste funzioni sono spesso chiamate fully space constructible [14].
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sempre verificare direttamente se a - x f per qualsiasi coppia di nodi «,
B di G(N,x). Poiché f(n) = log, n ogni configurazione & rappresentabi-
le in spazio O(f(n)) e il numero di nodi di G(V, x) e al piu O(ndf™) per
qualche d > 1. Di conseguenza, lo stesso teorema 2.14.2 garantisce che lo
spazio richiesto da M e O((log ndf™M2) = O(f(n)z). O

Una immediata conseguenza della proposizione precedente riguarda
le classi di complessita deterministiche e non deterministiche in spazio
polinomiale. Contrariamente a quanto si congettura sia valido per il tempo
di calcolo, nel caso dello spazio le due classi coincidono.

Corollario 2.14.4.
PSPACE = NPSPACE

Cosi, oltre all'inclusione NL <€ DSPACE((log n)2), un’altra rilevante im-
plicazione del teorema di Savitch & data da NSPACE(n) € DSPACE(n?). Di
conseguenza, tutti i linguaggi dipendenti da contesto sono riconoscibili in
spazio O(n?) da una MdT deterministica.

2.15 Chiusura rispetto al complemento

In questa sezione consideriamo il problema di verificare se una data classe
di complessita € e chiusa rispetto al complemento, ovvero se per ogni lin-
guaggio L € £* contenuto in ¥ anche il suo complementare L° = {xe X* :
x ¢ L} appartiene a 6. Sappiamo che nel caso delle classi deterministiche
(definite rispetto al tempo oppure allo spazio) tale proprieta ¢ generalmen-
te vera. Infatti se una MdT deterministica riconosce un dato linguaggio L,
terminando su tutti gli input, basta scambiare lo stato accettante con quel-
lo di rifiuto per ottenere una MdT che riconosce il linguaggio complemen-
tare L°. In questo modo ogni configurazione accettante della macchina
diventa una configurazione di arresto non accettante e viceversa. Lo stes-
so scambio pero non & piu sufficiente per le macchine non deterministi-
che: in questo caso, infatti, per verificare se x € L® occorrerebbe verifica-
re che tutte le computazioni della macchina su input x terminano in una
configurazione di arresto non accettante.

In particolare, per quanto riguarda il tempo di calcolo, si congettura
che le classi NTIME(f(n)) in generale non siano chiuse rispetto al com-
plemento. Cosi & naturale definire la classe co-NP dei linguaggi comple-
mentari di linguaggi in NP:

co-NP={LcX*:L°e NP}
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La classe co-NP ¢ quindi la famiglia dei linguaggi L < X* per i quali esiste
una MdT non deterministica N, funzionante in tempo polinomiale, tale
che ogni x € Z* appartiene a L se e solo se tutte le computazioni di N su x
terminano in una configurazione accettante.

Per esempio, un classico problema che appartiene a co-NP e quello
della primalita: stabilire se una stringa binaria x € {0,1}* rappresenta un
numero primo. Infatti si puo definire una MdT non deterministica, funzio-
nante in tempo polinomiale, che su input x genera in modo non determi-
nistico una stringa y di lunghezza minore o uguale a |x| e quindi verifica
se l'intero rappresentato da x € divisibile per quello rappresentato da y. In
caso affermativo rifiuta, altrimenti accetta 3.

Per le definizioni date € evidente che P < NP n co-NP. Inoltre, si pos-
sono definire i problemi co-NP-completi come i problemi di decisione che
sono complementari di problemi NP-completi. Queste due famiglie han-
no proprieta simili; chiaramente I'esistenza di un algoritmo polinomiale
in tempo per un problema co-NP-completo implicherebbe il collasso delle
tre classi, ovvero P = NP= co-NP. Per questi motivi, anche se nessuno lo ha
finora dimostrato, si congettura che le tre classi siano diverse e in particola-
re che NP sia diverso da co-NP. In queste ipotesi le proprieta di inclusione
tra questi insiemi sono rappresentate dalla seguente figura.

Np-completi @ co-Np-completi
NP co-NP

Proprieta analoghe invece non sono valide per le classi di complessita
in spazio. E stato infatti provato che, per ogni funzione f spazio costrui-
bile, la classe NSPACE(f(n)) & chiusa rispetto al complemento. Cosi per
esempio le classi NL e NSPACE(n) risultano chiuse rispetto al complemen-
to (e quindi il complementare di ogni linguaggio dipendente da contesto &
ancora dipendente da contesto). Questo risultato di chiusura € noto come
Teorema di Immerman-Szelepscényi. La sua dimostrazione ¢ interessante
perché utilizza una proprieta significativa delle macchine non determini-
stiche, basata sul conteggio del numero di computazioni accettanti su un

311 problema della primalita non & tuttavia rappresentativo della classe co-NP poiché nel
2002 & stato collocato in P (vedi [10] per una rassegna dei risultati relativi alla complessita
di questo problema).
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input fissato. Intuitivamente, calcolando tale quantita, anche una macchi-
nanon determistica riesce a verificare che tutte le computazioni su un dato
input siano di rifiuto, usando la stessa quantita di spazio.

2.15.1 Il teorema di Immerman-Szelepscényi

Il primo passo necessario per illustrare questo risultato consiste nella de-
finizione delle funzioni calcolate da una MdT non deterministica. Finora,
infatti, abbiamo considerato tali modelli semplicemente come riconosci-
tori, in grado cioé di accettare o rifiutare la parola data in input. Introdu-
ciamo ora una nuova nozione, definendo come una MdT non determini-
stica possa calcolare una funzione; l'idea ¢ quella di imporre che tutte le
computazioni accettanti su un dato input calcolino lo stesso valore.

Definizione 2.15.1. Datidue alfabetiX eT, e una funzioneF :X* — T*, di-
ciamo che una MdT non deterministica N calcola F se N possiede un nastro
di output e, per ogni x € X*, valgono le seguenti proprieta:

1. esiste sempre almeno una computazione accettante di N su input x;

2. tutte le computazioni accettantidi N su x terminano dopo aver stam-
pato la stringa F (x) sul nastro di output.

Nota che in questo modo N accetta tutti gli input e quindi riconosce
proprio il linguaggio ~£*. Qui il risultato di una computazione non & piu
dato solo dallo stato raggiunto dalla macchina, ma anche dalla stringa che
risulta stampata sul nastro di uscita alla fine del processo. Mentre tutte
le computazioni accettanti su un dato x € X* sono tenute a determinare
lo stesso valore F(x), nel caso delle computazioni non accettanti il valore
stampato sul nastro di uscita é irrilevante.

Per calcolare una funzione F, una MdT non deterministica su input x
puo quindi indovinare in modo non deterministico il valore associato a x e
poi stabilire se tale valore & giusto (cioé uguale a F(x)) o sbagliato (diverso
da F(x)): nel primo caso accetta, nel secondo rifiuta.

Osserviamo anche che, secondo la presente definizione, per una MdT
non deterministica riconoscere un linguaggio L < X* non significa calcola-
re la funzione caratteristica yr, data come al solito da

|1 sexelL "
XL(X)—{O sexgL VxeX
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In particolare rifiutare un input x ¢ L non significa calcolare il valore y (x) =
0. Infatti, nel primo caso tutte le computazioni su input x ¢ L terminano
in una configurazione di rifiuto (o non terminano). Nel secondo, la mac-
china accetta anche tale input, tuttavia tutte le computazioni accettanti
devono terminare stampando il valore 0 sul nastro di uscita. E inoltre evi-
dente che una volta nota una MdT non deterministica N per calcolare y si
puo immediatamente determinare una nuova MdT per calcolare yrc quasi
identica a N: basta infatti scambiare i valori 1 e 0 da stampare sul nastro di
uscita alla fine di ogni computazione.

Una seconda proprieta che introduciamo per i nostri scopi riguarda la
complessita del seguente problema di conteggio. Si tratta in parole povere
di determinare in un grafo orientato il numero di vertici raggiungibili da
un nodo dato.

Problema Cardinalita nodi raggiungibili
Istanza: un grafo orientato G = (V,E) eunnodo u€ V.
Soluzione: f{v € V: esiste in G un camminoda u a v }.

Rappresentando gli interi in notazione binaria, il problema e di fatto ri-
condotto al calcolo di una funzione F:X* — {0,1}*, dove X & un alfabeto
opportuno che codifica le istanze. Come al solito, la dimensione natura-
le di una istanza € data dal numero di nodi del grafo G, ovvero dal valo-
re n = #V. Cosi ogni soluzione € una stringa binaria di lunghezza al piu
1+ [log, n] = O(logn). Vogliamo provare che questa funzione puo essere
calcolata da una MdT non deterministica in spazio O(logn).

A tale scopo definiamo I'insieme S(k) per un qualunque k € {0, 1,..., n}:

S(k) ={v e V: esiste in G un cammino da u a v di lunghezza minore o uguale a k}

Il nostro problema € quindi ricondotto al calcolo di £S(n — 1). Per determi-
nare tale quantita possiamo definire un algoritmo che, perogni k € {1,2,...,n—
1}, calcoli il valore {S(k) usando #S(k —1). Chiaramente il valore iniziale €
#S(0) = 1 poiché S(0) = {u}.

begin
£S(0) =1
for k=1,2,...,n—1 do
calcola #§S(k) a partire da §S(k — 1)
end



Capitolo 2. Complessita sequenziale 127

Si vuole determinare #S(k) conoscendo semplicemente il valore #S(k — 1),
senza bisogno di mantenere i risultati delle iterazioni precedenti, ovvero
gli interi S(1),4S(2),...,§S(k —2). L'algoritmo complessivo & definito da un
programma principale, che chiamiamo Main, e dalle procedure Calcola,
Appartiene e Guess, che si richiamano a vicenda, l'ultima delle quali con-
tiene esplicitamente i passi non deterministici del procedimento. Lintero
algoritmo riceve in ingresso l'insieme dei nodi V, I'insieme deilati E e il no-
do dipartenza u € V. Itermini V, E e u sono qui considerati come variabili
globali e non vengono modificati durante la computazione.

Main
begin
x=1
for k=1,2,...,n—1 do
y := Calcola(x, k)
{7

end

Quindi la chiamata Calcola(x, k) restituisce il valore #S(k) ricevendo in
input, oltre allo stesso k, anche I'intero x = §S(k—1).

Procedura Calcola(x, k)
begin

=0

forveVdo

¢ := Appartiene(v, x, k)
{ l:={0+c

return ¢

end

Invece, la procedura non deterministica Appartiene calcola la funzio-
ne ys nel senso della definizione 2.15.1. Piu precisamente, la chiamata
Appartiene(v, x, k) restituisce il valore y gk (v) usando per il calcolo I'intero
x = #S(k — 1) ricevuto in ingresso. Essa si basa sulla procedura non deter-
ministica Guess che restituisce sempre un valore booleano ed e descritta
dal seguente schema:

Procedura Guess(u, w, k—1)
begin

z:=UuU

i:=1
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whilei<k-1 Az#w do
scegli y € V tale che (z, y) € E in modo non deterministico
z:=y
i=i+1
if z=wthenreturn vero
elsereturn falso
end

Suinput (1, w, k—1), la procedura Guess genera in modo non deterministi-
co un cammino dilunghezza al pit1 k—1 partendo da u, verificando ad ogni
passo se il nodo corrente incontrato (denotato da z nello schema) coincide
con w o meno; in caso affermativo Guess restituisce vero, altrimenti, se w
non viene mai incontrato, restituisce falso.

Nota che la procedura Guess non rifiuta mai e si ferma sempre; essa
non “riconosce un linguaggio” in senso tradizionale e neppure “calcola una
funzione” nel senso della definizione 2.15.1. Invece, essa svolge semplice-
mente una ricerca non deterministica nel grafo, seguendo un cammino di
lunghezza al pit1 k — 1 che parte da u, verificando se il nodo raggiunto ad
ogni passo coincide con w.

Cosi la procedura Appartiene puo essere descritta dal seguente sche-
ma, dal quale & evidente come i suoi passi non deterministici siano di fatto
eseguiti dalle chiamate alla procedura Guess.

Procedura Appartiene(v, x, k)
begin

m:=0

out:=0

forweVdo
m:=m+1
if w=v Vv (w,v)€ E then out:=1
if m < x then RIFIUTA e ARRESTA

elsereturn out

if Guess(u,w,k—1) then {

end

Nota che ogni computazione di Appartiene(v, x, k) calcola nella varia-
bile m il numero di nodi individuati dalle n chiamate di Guess(u, w, k —1).
Se tale numero e diverso da x = §S(k — 1) vuol dire che la computazione
non ha effettivamente determinato tutti i possibili nodi raggiungibili da u
in k—1 passi, e quindi I'algoritmo si arresta senza accettare. Viceversa, se
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m = x allora tutti quei nodi sono stati scoperti dalla computazione e I’algo-
ritmo determina effettivamente se v € raggiungibile in k passi da u, mante-
nendo il risultato nella variabile di ritorno ou¢t; in questo caso la computa-
zione non si ferma e continua con le iterazioni successive. In conclusione,
le uniche computazioni di Appartiene(v, x, k) che non rifiutano fermandosi
sono quelle che restituiscono effettivamente il valore out = y g (v).

Proposizione 2.15.1. Il problema Cardinalita nodi raggiungibili e risolubile
da una MdT non deterministica in spazio O(logn).

Dimostrazione. Lalgoritmo descritto sopra puo essere chiaramente ese-
guito da una MdT off-line non deterministica che mantiene sul nastro di
input le quantita ricevute in ingresso, ovvero V, E, u, calcolando invece
nel nastro di lavoro, aggiornandoli di volta in volta, i valori delle variabi-
li necessarie alla computazione. Tali variabili sono x, y, k, ¢, m, e i, che
assumono valori in N, e v, w, z, che variano in V. Queste quantita posso-
no essere rappresentate da interi non negativi minori o uguali a 7 e quindi
ogni computazione richiede spazio O(logn).

Dimostriamo ora che 'algoritmo & corretto, ovvero che per ogni k €
{1,2,...,n— 1} la chiamata Calcola(x, k) restituisce proprio §S(k). Ragio-
nando per induzione si verifica direttamente che la proprieta e vera per
k = 1. Assumiamo k > 1 e supponiamo la proprieta vera per k — 1. Questo
significa che durante 'esecuzione di Calcola(x, k), e in tutte le chiamate
Appartiene(v, x, k) (per ogni v € V), il valore di x € proprio #S(k —1). Quin-
di, per il ragionamento svolto appena sopra, tutte le computazioni valide di
ciascuna chiamata Appartiene(v, x, k) restituiscono il valore out = y s (v),
e di conseguenza Calcola(x, k) restituisce il valore corretto ¢ = §S(k). ]

Teorema 2.15.2. Sia f : N — N una funzione spazio costruibile tale che
f(n) =zlog, n per ogni n € N. Allora NSPACE(f (n)) e chiusa rispetto al com-
plemento.

Dimostrazione. Consideriamo unlinguaggio L <€ X* incluso in NSPACE(f(n))
e sia M una MdT off-line non deterministica che riconosce L in spazio
O(f(n)). Per un qualsiasi x € £* di lunghezza n, sia Gy x = (V, E) il grafo
delle configurazioni di M su input x. Nota che #V = O(c/") per qualche
c>1 e, perogni v e V, abbiamo |v| = O(f(n)). Inoltre possiamo denotare
con Cy € V la configurazione iniziale di M su x. Applicando la proposizione
2.15.1 sappiamo che il numero di vertici v € V raggiungibili da Cy in Gy,
ovvero f{v e V: Co k), . v}, & calcolabile in spazio O(log(#V)) = O(f(n)) da
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una MdT non deterministica. Possiamo allora definire una nuova MdT non
deterministica N che riconosce L°. Tale macchina, su input x € X*, dap-
prima calcola t =#{r e V: Gy '_7\/1, . U}, poi genera in modo non determini-
stico i nodi in V raggiungibili da Cy, controllando nello stesso tempo se tali
nodi sono configurazioni accettanti di M e determinando il loro numero.
Quindi, se tale numero e diverso da t rifiuta e si ferma, altrimenti, se ne
ha trovato uno accettante per M rifiuta di nuovo, in caso contrario (quan-
do i nodi raggiunti sono tutti configurazioni di rifiuto per M) accetta. Il
procedimento non deterministico & descritto formalmente dalla seguente
procedura che utilizza la funzione Guess definita sopra e applica di fatto la
stessa strategia utilizzata nella proposizione 2.15.1 per calcolare il numero
di nodi raggiungibili da un vertice dato.

begin

r:=freV:Cy I—;Lx v}

out:=0

m:=0

forveVdo

m:=m+1
1t Guess(Co, v, 8V 1) then { if vaccettante per M then out:=1
if m< tthen RIFIUTA
else if out=0then ACCETTA
else RIFIUTA

end

Valutiamo ora lo spazio richiesto dall’esecuzione della procedura appena
descritta. Nota che anche in questo caso la macchina N non ha bisogno di
generare effettivamente tutto il grafo Gy, = (V, E). Essa puo incorporare
la funzione transizione di M e verificare direttamente, per ogni v,w € V,
se (v, w) € E. Inoltre, conoscendo la macchina M, la stessa N puo gene-
rare tutti i nodi di V, uno alla volta, in un ordine qualsiasi, riutilizzando
lo stesso spazio di memoria e mantendo solo quelli necessari per prose-
guire il calcolo. Sappiamo gia dalla proposizione precedente che il calcolo
difflveV:(C '_7\4, Lute la chiamata Guess(Cy, v,V — 1) richiedono al piu
spazio O(f(n)). Le altre quantita usate nella procedura (m, v e out) possie-
dono anche loro la stessa dimensione e quindi I'intero calcolo puo essere
eseguito in spazio O(f(n)). a
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